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iJa zu Anfang eines jeden der vier Abschnitte , in welche diese 
Abhandlang eingetheilt ist, der Inhalt derselben ausrtthrlich dargelegt 
wird, so ist hier wenig darüber nachzuholen. Ich führe nur an, dass im 
ersten Abschnitte eine in neuerer Zeit mehrfach behandelte geodätische 
Aufgabe vorgenommen wird, deren hier ausgeführte Auflösung dennoch, 
wie ich glaube, mehreres Neue enthält. Die Aufgaben des zweiten und 
vierten Abschnittes sind meines Wissens nach, in der neueren Zeit, we- 
nigstens in Deutschland, nicht behandelt worden, obgleich sie in älteren 
Schriften über Geodäsie und sphäroidische Trigonometrie vorkommen ; 
die Auflösungen, die ich von diesen, an sich indirecten, Aufgaben gebe, 
machen sich dadurch bemerklich , dass sie schon in der ersten Annähe- 
rung so genaue Resultate geben, dass wohl nie die Durchführung einer 
zweiten Annäherung erforderlich sein wird, obgleich denselben die grösst 
mögliche Ausdehnung gegeben worden ist. 

Im dritten Abschnitt wird die Reduction der sphäroidischen Drei- 
ecke auf sphärische , und die der sphärischen auf ebene entwickelt. Es 
musste dieser Abschnitt dem vierten um deswillen vorangestellt werden, 
weil die Auflösung der Aufgabe des letzteren auf die im dritten Ab- 
schnitt abgeleiteten Sätze beruht. 

Nicht nur die Hauptaufgaben, sondern auch die damit in Verbin- 
dung stehenden Nebenaufgaben sind berücksichtigt, und fast allen Bei- 
spiele hinzugefügt worden. In Bezug auf diese Beispiele führe ich an, 
dass Herr Dr. Anw er s die Güte gehabt hat, die Berechnung derselben 
mit auszuführen. 

Erster Absclinitt 
1. 

Eine der in der praktischen Geodäsie häufig anwendbaren Auf- 
gaben ist die : aus der gegebenen Lage des Anfangspunkts einer geodä- 
tischen Linie auf dem Erdellipsoid und der Länge derselben die Lage 
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des Endpunkts zu finden. Diese Aufgabe ist in neuerer Zeit von deut- 
schen Astronomen und Mathematikern mehrfach behandelt worden. 
Gauss hat in seiner zweiten Abhandlung über die Geodäsie (Untersu- 
chungen über Gegenstände der höhern Geodäsie, Göttingen, 1 847) zwei 
verschiedene Auflösungen derselben gegeben, und Jacobi hat kurz nach 
dem Erscheinen dieser Abhandlung seinerseits eine kurze Auflösung ge- 
geben , zu welcher ich auf seinen Wunsch ein Beispiel gerechnet habe. 
Die Ja CO bi'sche Auflösung ist erst nach seinem Tode von Luther (A.N. 
No. 974) bekannt gemacht worden, und es ist diesem Astronomen auch 
gelungen aus Jacobi's nachgelassenen Papieren seine Ableitung aufzu- 
finden, die er gleichfalls (A. N. No. 1006 u. 1007) veröffenllicht hat. 

Die genannten Auflösungen, sowohl die von Gauss wie die von 
Jacobi sind nicht allgemein, sondern erstrecken sich nur auf die Fälle, 
in welchen die gegebene geodätische Linie nicht grösser ist, als dass 
man sie, gleichwie die Exceulricität der Erdmeridiane, als eine kleine 
Grösse erster Ordnung betrachten kann. Für die bisher ausgeführten 
Gradmessungen mochte man wohl mit dieser Beschränkung ausreichen 
können, allein für die beiden grossen, jetzt im Werke begrifiFenen Unter- 
nehmungen, für die mitteleuropäische Gradmessung und die Längen- 
gradmessung zwischen Orsk in Russland und Valentia in Irland reicht 
man mit der genannten beschränkenden Annahme in Betreff der Länge 
der geodätischen Linie nicht aus. ßessel hat (A. N. No. 86) von der- 
selben Aufgabe eine Auflösung gegeben , in welcher die genannte Be- 
schränkung nicht enthalten ist, allein ich habe demungeacbtet nicht un- 
terlassen wollen meiner Seits auch eine selbstständige Bearbeitung der- 
selben vorzunehmen , da mir vorkam als möchte diese Auflösung noch 
etwas vereinfacht werden können. 

Gauss und Bessel brauchen zur Anwendung ihrer Auflösungen 
mehr oder minder zusammengesetzte Tafeln, die ihren Abhandlungen 
auch beigegeben sind, während die Auflösung, die ich hier geben werde, 
gar keine Hülfstafeln erfordert, gleichwie auch bei der Jacobi'schen 
der Fall ist; man reicht mit einigen Constanten aus, die Functionen der 
Excentricität der Erdmeridiane sind, welche selbstverständlich als ge- 
geben betrachtet werden muss, und stets einen bestimmten, nie einen 
unbestimmten, Einfluss auf das numerische Resultat in jedem speciellen 
Falle äussert. 

Die Jaco bi'sche Ableitung seiner Auflösung ist durch seine Theorie 
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der elliptischen Functionen mit vieler Eleganz durchgeführt, aber so zu- 
samnnengeselzt, dass es Mühe kostet von seinen Entwickelungen sich 
eine vollständige und klare Einsicht zu verschaffen, und es daher vvUn- 
schenswerth schien , eine einfachere Ableitung zu versuchen. Die hier 
gegebene Entwickelung geht von denselben Legen dre'schen Formeln 
aus, die Jacobi zu Grunde gelegt hat, und es wird daraus ohne Zuzie« 
hting der ^Theorie der elliptischen Fuiictionen auf einfache Weise die 
unbeschränkte Auflösung erbalten. Nachdem ich in diese, als besonde- 
ren Fall, die Beschränkung eingeführt hatte, dass die geodätische Linie so 
kurz sei, dass man sie als eine kleine Grösse erster Ordnung betrachten 
könne, kam ich auf eine. Auflösung die nahe mit der Jacobi'schen über- 
einstimmt, sich aber von dieser wesentlich dadurch unterscheidet, dass 
sie Eine Hülfsgrösse weniger erfordert, und einige kleine Glieder ent- 
hält, die zur Genauigkeit des Resultats beitragen, aber bei Jacobi nicht 
vorhanden sind. Es war hieftir aus der Theorie der elliptischen Functio- 
nen nur die Anwendung eines einzigen Satzes erforderlich, nemlich die 
Relation zwischen dem Modul einer elliptischen Function und der von 
Jacobi mit q bezeichneten Grösse, durch deren Einführung er so sehr 
stark convergirende Reihen erhalten hat. Diese Relation tritt hier auch 
ohne Bezug auf ihre Bedeutung in der Theorie der elliptischen Functio- 
nen ein, und erscheint nur als eine Substitution, durch welche bewirkt 
wird, dass in den Coefficienten mehrere Glieder der höheren Ordnungen 
verschwinden, und die Reihen überhaupt eine weit grössere Convergenz 
bekommen. Ich habe auch aus diesem Grunde, so wie um Multiplica- 
tionen und Divisionen mit denselben numerischen Coefficienten zu ver- 
meiden, nicht q selbst, sondern statt dessen iq unter der Bezeichnung 
fi eingeführt. 

Die Legen dre'schen Formeln, von welchen ich bei den Entwicke- 
lungen ausgehe, hätte ich unmittelbar aus seinen Abhandlungen, nament- 
lich aus seinen »Exercices etc.« entnehmen können, allein ich habe vor- 
gezogen eine Ableitung derselben voranzustellen , die von dem Grund- 
satz ausgeht, dass man die Gleichung irgend einer beliebigen Oberfläche 
durch zwei von einander unabhängige Veränderliche, statt der drei von 
einander abhängigen Coordinaten darstellen kann. Dieser schon längst 
bekannte Satz ist bekanntlich von Gauss am Meisten angewandt und 
ausgebildet worden. 
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2. 

Die Gleichung irgend einer Oberfläche sei allgemein 

mv,z) = 

wo unter x,y,z die rechtwinkh'ohen Coordinaten irgend eines Punkts 
derselben verstanden werden. Da in Folge dieser Gleichung immer zwei 
Coordinaten von einander unabhängig sind , so kann man alle drei als 
Functionen von irgend zwei anderen , von einander unabhängigen Ver- 
änderlichen betrachten und darstellen, so dass 

werden, wenn p und q die neuen Veränderlichen, und (p, yj, % nicht min- 
der wie /*Functionszeichen sind. Da die eben aufgestellten Functionen 
keiner anderen Bedingung unterliegen, als dass sie, statt x,y,z in die 
Gleichung der Oberfläche substituirt, diese identisch Null machen müs- 
sen, so können die Veränderlichen p und q auf mannigrache Weise an- 
genommen, und bestimmt werden. Durch die Differentiation soll nun aus 
den vorstehenden drei Gleichungen hervorgegangen sein 

dx = ridp 4- fi'dq 
dy 5= edp + e'dq 
dz SS indp -h fi'dq 

wo die sechs CoefBcienten tj, 6^ fi, 7j\ 0\ fi als Functionen von p und q 
betrachtet werden können. 

3. 

Das Differential irgend eines Bogens hat bekanntlich , wenn man 
es mit d8 bezeichnet, zum Ausdruck 

ds^ = dj?2 -h rfy^ + dz^. 

Substituirt man hierin die eben aufgestellten Ausdrücke für dx^ dy, dz, 
und setzt zur Abkürzung 

£ = ^2 ^ ö^ + ^2 

F = fjtj' + ee' + fifi 

G = fi'^ + ef^ + /u'2 

so ergiebt sich 
(1) . . . . ds^ = Edp^ ^ ZFdpdq + Gdq^ 

welcher Ausdruck das Differential irgend einer beliebigen , auf der ge- 
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gebenen Oberfläche gezogenen, willktthrlichen Linie durch die Differen- 
tiale der Unabhängigen p und q giebt. 

Man kann diesen Ausdruck vereinfachen, ohne ihm die Allgemein- 
beii zu raaben. Man findet auf bekannte Weise, dass das Trinom 

INlp^ + 2EFdpdq H-EGdq^ 
sich in die beiden imaginären Factoren 

Edp ^ Fdq ± idqVEG—F^ 

wo t = y" — 1 ist, auflösen lässt. Setzt man daher 



dh^VE.dp + :J^dq 



so erhält man 



m="(/^ 



E 



(2) 



(3) 



(*) 



(fc2 =: dk^ -h rn^dq^ 

Man leistet dieser Gleichung durch die folgenden Gnüge 

dh SS d$ cos a 
mdq ssi ds s\na 

woraus sich zu erkennen giebt, dass a der Winkel ist, den das Element 
ds der Linie 8 mit dem Element dh der Linie h auf der gegebenen Ober- 
fläche macht. Die Elemente der Linien h und Irndq schneiden sich also 

unter rechten Winkeln« und ds ist die Hypotenuse eines elementaren 
rechtwinklichen Dreiecks, in welchem die Catheten dh und mdq sind. 
Der sich aus (1) ergebende Werth von ds hingegen kann als dritte Seite 
eines schiefwinklichen Dreiecks construirt werden , dessen beiden an- 
deren Seiten yE.dp und yCdq sind. Nennt man den von diesen 
beiden Seiten eingeschlossenen Winkel o, so wird 

F 

cos 0) ^ — -7= 

Yeg 
denn hiemit erhält man der ebenen Trigonometrie gemäss 

(fe2 s= [VE.dpf — Z{VEJp){VG.dq) cos w + {VG.dqY 

Die Linearelemente VE. dp und VG.dq schneiden sich also nur dann 
unter einem rechten Winkel, wenn die Coefficienten t], 0, /u, ^', d', fi M 
beschaffen sind, dass daraus F» folgt. 
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4. 

Will man nun auf der gegebenen Oberflüche irgend eine der Linien 

fVE.dp oder h oder fYG.dq oder imdq bestimmen, so kann dieses 

ohne Weiteres, und nur mit dem Vorbehalt der Ausfuhrung der Integra- 
lionen geschehen, da Tür jede derselben das Differential der bezüglichen 
anderen gleich Null ist. Will man hingegen eine Linie bestimmen, die 
von den eben genannten verschieden ist, und einem gegebenen Gesetze 
folgen soll, so muss mau entweder p'und q oder bez. h und q in Func- 
tion einer dritten Veränderlichen darstellen, oder die eine derselben 
bez. als Function der anderen ansehen. 

5. 

Um die kürzeste Linie zwischen irgend zwei Punkten auf der ge- 
gebenen Oberfläche zu bestimmen werde ich mich der Gleichung (3) 
bedienen, und h als Function von q betrachten. Es muss nun unter die- 
ser Voraussetzung die Variation des Ausdrucks 



=fVlk^ 



h2 j. ff^2dq2 

Null werden, und da 






o 



-d 



dh\ 



ist, SO druckt die Gleichung 

die Bedingung aus, dass s die kürzeste Linie zwischen irgend zwei 
Punkten auf der gegebenen Oberfläche ist. Diese Gleichung kann ver- 
einfacht werden. Die erste (4) giebt 

d . ^ s= d. COS a = — sin ada 

und durch die Substitution dieser und die Zuziehung der zweiten (4) 
ergiebt sich 

(5) (S)d?=-d« 

als Bedingungsgleichung für die gesuchte kürzeste Linie. Ich bemerke 
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zum Ueberfluss hier, dass (^j der parlielle Differentialquolient von m 

in Bezug auf h ist. Die Relation zwischen a, dh, dq, die als HülFsglei- 
chung hier mit zugezogen werden muss, ist 

tg« = m| (6) 

und durch Hülfe dieser nebsl deren Differential könnte man a und da 
aus der (5) eliminiren, wodurch eine DiflFerentialgleichung zweiter Ord- 
nung zwischen h und q entstehen würde. Für den hier zu erreichenden 
Zweck ist es jedoch einfacher die vorstehenden Gleichungen unverän- 
dert anzuwenden. 

6. 

Wenden wir nun die im Vorhergehenden abgeleiteten allgemeinen 
Gleichungen dazu an , um auf der als abgeplattetes Revolutionsellipsoid 
betrachteten Erdoberfläche die kürzeste Linie zwischen irgend zwei 
Punkten zu bestimmen. Dem allgemeinen Sprachgebrauch zufolge, 
werde ich mich für diese Linie des Ausdrucks »geodätische Linie« be- 
dienen, welcher also hier mit »kürzester Linie« als synonym zu betrach- 
ten ist. 

Legen wir die Achsen der x und y in den Aequator, in zwei be- 
liebige, sich rechtwinklich schneidende Meridiane, und die der z in die 
Umdrehungsachse ; bezeichnen wir ferner die Halbachsen des Ellipsoids 
mit a und 6, unter der Voraussetzung dass a> 6 sei, dann ist die Glei- 
chung des Ellipsoids 

und dieser Gleichung wird durch die Ausdrücke 

X ^ acosß cos / 
j^ = a cos ß sin / 
z = 6 sin /? 

Gnttge geleistet, wo ß die sogenannte reducirte Breite irgend eines 
Punkts, und l dessen geographische Länge, von irgend einem beliebigen 
Meridian an gezählt, bezeichnen. Differentiirt man diese Gleichungen,, 
und identificirt ß mit p und l mit q , so wird zufolge des Vorhergehenden 

t] ^= — asin ßcosl ; tf :^ — acosß sin / 
ö s= — asxnß sin l ; ö' = a cos ß cos l 
fjb ^ssz bcosß ; jw' = 
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also 

E = a'sin2/J+ b^cos^ß 

F= 

G s= a' cos V 



Es soll zuerst zu mehrerer Deutlichkeit das System von Linien, wel- 
ches in der allgemeinen Ableitung mit h bezeichnet wurde, für sich be- 
trachtet werden. Man erhält dieses wenn man in der Gleichung (3) dq^^O 
macht, und es wird also hierauf « = A. Macht man nun in der Bedin- 
gungsgleichung (5) auch dg = , so wird da sss , folglich a ^ const. ; 
die Gleichung (6) giebt ferner aas . Die Bedingungsgleichung der kür- 
zesten Linie ist also von selbst erfüllt , und alle Linien k sind kürzeste 
Linien. Für die Erdoberfläche giebt der vor. Art. in Verbindung mit der 
ersten (2) 
(7) . . . dA = — dftVa'^Qin^ß -H b^cos^ß 
wo ich das Minuszeichen gewählt habe, weil es angemessen ist die geo- 
dätischen Linien h im Pole anfangen zu lassen. Hiemit wird also 

Ä = — fdß Va^siü^ß + b^cos^ß^ const. 

und dieser Ausdruck zeigt, dass h ein Bogen irgend eines Meridians ist; 
die Meridiane sind also auf der Oberfläche der Erde geodätische Linien. 

8. 

Gehen wir zum allgemeinen Fall auf der Erdoberfläche über, so 
erhalten wir erst durch die zweite (9t) in Verbindung mit den Ausdrücken 
des vorvor. Art. 

m ae acos/7 
woraus mit Zuziehung der (7) 

^olgl. Die GleiehungOD (5) und (6) werden nun 



a sin ßM 



^ — da 



Ya* sin V + ^* cos *ß 

acosß dl 



tg« = — 



/a»sinV + ft*co«V *» 
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und eliminirt man hieraus dl, so erhält man 

tg a tg ßdß SS da 
deren Integral 

cos ßsina ^= const. 

ist. Es ist an sich klar, dass jede geodätische Linie hinreichend verlän- 
gert wenigstens Ein Mal einen Meridian rechtwinklich schneiden muss, 
und nennt man die reducirte Breite des Punkts derselben, wo dieses 
statt findet, /%> so wird das vorstehende Integral 

cos /? sin a = cos /So (8) 

Diese Gleichung ist die erste Grundgleichung der geodätischen Linie. 
Zufolge des Art. 3 ist a der Winkel den die allgemeine kürzeste Linie 
mit den Linien h macht, und zufolge des Art. 7 sind die Linien h auf 
dem Revolutionsellipsoid Meridianbögen, oder wenn man das dort ge- 
fundene Integral hinreichend ausdehnt, die ganzen Meridiane, der Win- 
kel a ist folglich das Azimulh der geodätischen Linie in irgend einem 
unbestimmten Punkt derselben. 

Die zweite Gleichung (4) wird jetzt 

a cos ßdl SS sin ads 
und eliminirt man hieraus a vermittelst der (8), so ergiebt sich 

a cos ^ßdl ^ cos ßods (9) 

welches die zweite Grundgleichung der geodätischen Linie ist. 

Die EUmination von (iA aus der ersten (4) durch Hülfe der (7) giebt 



(fc cos a = — dß y a^ sin ^ß + b^ cos ^ß 
und schafft man hieraus a durch Hülfe der (8) fort, so bekommt man 

d»»=-d/Jcos/?J^^^^5^ . . . (10) 

welches die dritte und letzte Grundgleichung der geodätischen Linie ist. 
Das Integral dieser Gleichung giebt die Länge der geodätischen Linie, 
die durch einen endlichen Ausdruck nicht erhalten werden kann, wes* 
halb die^ Rectification derselben unmöglich ist. Eliminirt man ds aus (9) 
durch Zuziehung der (10), so bekommt man 

M _ A/iS2lIll y g* sin *ß ■♦» b* co8^ 

deren Integral die Gleichung der geodätischen Linie selbst ist. 
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9. 

Der Auäüruck (10) kann vcreinfachl werden. Führt man ersl die 
Excentricität e der Erdmeridiane durch die Gleichung 

a^ — fe2 _ a^ßi 
ein, so wird er 

(/« = — adß cos ß ^, . — , 

und fuhrt man hierauf den Bogen 9 statt /} durch die folgende Relation 
ein, 

(11) sin /S = sin /So cos y 

so ergiebt sich 

ds =s adq) Vi — c^ + e* sin ^/?o cos ^tp 
Setzt man hierauf 

(12) . . tg/?o = Vi — e^tgÄo. csinÄo = k 

wo also Äo die Polhöhe des Punkts bezeichnet, in welchem die geo- 
dätische Linie den Meridian rechtwinklich schneidet , und erwägt dass 
hieraus 

sm^/go=:- \,,.^,,„, ^; 
folgt, so wird schliesslich 

(13) .... (fc = a^d9)/l— fc^sinV 

Diese Gleichung zeigt, dass die Länge der geodätischen Linie durch ein 
elliptisches Integral zweiter Gattung bestimmt wird. 

Eliminirt man vermittelst der (13) äs aus der (9), so bekommt man 
für die Differentialgleichung der geodätischen Linie selbst 



(14) . . . jf^ BinAcos/>, ^ /^--^«sinV 

^ ^ sin Ä^ ▼^ 4 — sin Vo cos *y 

Da der Nenner dieses Ausdrucks 

1 — sin ^ßo cos ^(f s= cos ^ßo (1 + tg ^ßo sin ^qp) 

ist, so erkennt man, dass die Gleichung der geodätischen Linie ein ellip- 
tisches Integral dritter Gattung ist. 

10. 
Gehen wir nun zu der ersten Hauptaufgabe über: »Aus der gege- 
»benen Länge einer geodätischen Linie und der Lage ihres Anfangs- 
»punkts auf der Erdoberfläche die Lage ihres Endpunkts zu finden.« 
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Seien 



8 die Länge der geodätischen Linie 
ff die Polböhe 



ß^ die reducirle Breite > des Anrangspunkts 
a das Azimuth 

von 8 dessen geogr. Länge gleich Null gesetzt wird, ferner 

ff' die Polhöhe 

/?" die reducirte Breite 1 , „ , . 

^ } des Endpunkts von ». 

A die geogr. Länge 

180<>+a' das Azimuth 

Da man die geographischen Längen von einem beliebigen Meridian an 
zählen kann, so ist durch B' oder 1^ und a die Lage des Anfangspunkts 
von 8 vollständig gegeben, und die Bögen «, B\ a sind daher die gege- 
benen Stücke unserer Aufgabe ; aus demselben Grunde sind die Bögen 
ffj X, a die zu bestimmenden Grössen. Die Azimuthe sollen hier immer 
vom Sudpunkt des Horizonts gezählt werden, und von da an in dersel- 
ben Richtung, in welcher man die Längen wachsend annimmt, wachsen. 
Durch diese Bestimmung werden alle Längen positiv, und zwischen den 
Grenzen und 180^ eingeschlossen; dieselben Grenzen sind alsdann 
auch die von a und a. 

Seien nun q/ und (p" die Werthe deö Bogens y für den Anfangs- 
und den Endpunkt von 8 , dann geben die Gleichungen (13) und (14) 



_ sin ßo cos ß^ I , y^4— Jk'sin'y 
■" sin B^ 1 , 1 — sinVo cos *<p 



Da die Lage des Anfangspunkts von 8 gegeben ist, so sind durch die 
Gleichungen (8) und (1 1) auch ß^ und q)' gegeben, und in der ersten der 
vorstehenden Gleichungen ist tp" die einzige Unbekannte, die daher 
durch diese Gleichung zu bestimmen ist. Hierauf wird die rechte Seite 
der zweiten Gleichung völlig bekannt, und es kann durch dieselbe der 
Längenunterschied X des Anfangs- und des Endpunkts von 8 bestimmt 
werden. 
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Aus den Gleichungen (8) und (11) geht hervor, dass überhaupt 
90® — /5o, 90® — /?, a, (p vier Stücke eines reclilwinklichen, sphärischen 
Dreiecks sind, in welchem 90® — ß die Hypotenuse, 90® — /?o und q> die 
Catheten, und a der der Seite 90®^-- /% gegenüber liegende Winkel sind. 
Um dieses Dreieck sogleich vollständig betrachten zu köniien soll auch 
der Winkel am Pole , oder der der Seite ip gegenüber liegende Winkel 
eingeführt, und allgemein mit Jl bezeichnet werden. Bezieht man dieses 
Dreieck auf den Anfangspunkt von «, und versieht wie oben die dahin 
gehörigen Bögen mit einem Strich, so ergeben sich zur Bestimmung von 
<p\ Jl\ ß^ die Gleichungen 

sin /?o sin (p ^=s cos ^ cos a 
sin /So cos q>' s= sin /?' 
(15)... I sin ßo sin Jl' = cos a 

sin ßo cos Jl SS sin ßf sin a 
cos ßo = cos ßf sin a 

Ist hierauf auf die im vor. Art. angedeutete Art (p" bestimmt, so giebt 
dasselbe Dreieck durch seine Anwendung auf den Endpunkt von «, 

cos ßf sin a B cos ßo 
cos ßf cos a SB sin ßo sin g)" 
(16)... . cos ßf sin Jl" = sin y" 

cos ßf cos Jl" iK cos /So cos ip" 
sin ßf B sin /9o cos ip" 

Durch die Anwendung dieser beiden Systeme von Gleichungen kann 
man immer die Unbekannten mit der ganzen Sicherheit, die die Um- 
stände der Aufgabe gestalten, bestimmen, und ist über den Quadranten, 
in welchem die Bögen zu nehmen sind, nie in Ungewissheit. 

Von ff zu ß^j und von ßf zu B" geht man durch die allgemeine 
Gleichung 

tg/?=B Vl^^.tgfi 

oder durch die Reihenentwickelungen derselben, die weiter unten an- 
geführt werden sollen, über. 
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Wenden wir uns nun zur Bestimmung von fp\ so ist die Gleichung 
(13) oder 

^(fc = dyVl-i>sinV 

von q> bis (p" zu integriren. Zu diesem Zweck ergiebt sich zuerst 

ia welcher bei dem statt findenden Werthe von e für den ErdkOrper die 
angesetzten Glieder völlig ausreichend sind. Durch die bekannten, all- 
gemeinen Relationen 

sin V = T "" T^^® ^9^ 

sin*9 a» i. — -i-cosäy -H -^cosiy 

sin^y Ä n""ii^^^^9^ "•" ^^^^ *9 "" S^^^ ^9^ 
erhalt man hieraus 

- fö^^+iie**) cos 4^+ 5l^fc«cos6^+ . . . 

MuUiplicirt man diesen Ausdruck mit d(p, und integrirt innerhalb der 
angegebenen Grenzen, so erhält man 

+ (|*^ + S** + T^*')(si«2v^-sin2v') 

+ 3^fc«(sin 6y' — sin 69)') 
Aber aus den Gleichungen (1 8) folgt leicht, dass 

sing, yr^ 

ist, substituirt man diesen Ausdruck und zieht die Glieder möglichst zu- 
sammen, so wird 



o>^«-.«' 



^ = A[(p— (p) + B cos {9 + (p) sin (9)'— 9 ) (1 7) 

— C cos 2(y -1^') sin %"— 9) 
-H D cos 3(9)'-4-y) ein 3(y'— ^p*) 
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wo 

ist. In diesem Ausdruck muss s jedenfalls durch dieselbe Maasseinheit 
ausgedrückt werden wie der Halbmesser des Aequators a, in Bezug auf 
die Bögen cp" und cp ist es am Zweckmässigsten dieselben auf gewöhn- 
liche Art in Secunden u. s. w. auszudrücken , und zur Erlangung der 
Homogeneitat in der vorstehenden Gleichung müssen daher sowohl die 
linke Seite derselben, wie die GoefBcienten B, C, D mit dem in Secun- 
den ausgedrückten Kreisbogen nmUiplicirt werden, der dem Kreishalb- 
messer gleich ist. 

13. 

Es ist nun (p" durch die Gleichung (17) zu bestimmen, und hiebei 
soll zuerst die Lange 8 der geodätischen Linie keiner Beschränkung un- 
terworfen werden. Es ergiebt sich hiemit 

9=9'*' JTTr? 'l^r — Bi(^os iv-htp') sin {q/'-^qf) 

+ Gl cos 2((3p''+ (p) sin 2((3p*— y ) 

— Dl cos 3{(p''+q)) sin 3(9)"— y) 
wo 

und r die Anzahl von Secunden bedeutet, die dem Kreishalbmesser 
gleich, also r=s206264^8... ist. Die vorstehende Gleichung zeigt, dass 
die Summe der beiden ersten Glieder rechter Hand einen bis auf Grössen 
zweiter Ordnung in Bezug auf e genäherten Werth von cp" bildet. Setzt 
man daher 

(p' SS q) '^ S — X 

WO folglich a die in Bogentheilen des AequsTtors ausgedrückte Länge 
der geodätischen Linie bezeichnet, dann ist x eine kleine Grösse zweiter 
Ordnung, und durch die Substitution erhält man 
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a: = Äi cos {^(p'+S—x) sin {S—x) — d cos (49)'+2(S— a:)) sin i{S—x) 
+ DiC0s{6(p'+S{S—x))smS{S—x) 

Diese Gleichung giebt bei den grössten Werlhen von S, die vorkommen 
können, eine sehr schnell convergirende indirecle Auflösung, wenn man 
die Naberougen damit anfängt, dass man 

a; = Bi cos (äy'+S) sin iS 

in die rechte Seite substituirt. 

Es wird, ehe wir weitergehen, nicht undionlich sein, diese starke 
Annäherung durch ein Beispiel nachzuweisen. Der Maximalwerth von 
k ist e, und diesen will ich im Beispiel annehmen, da es klar ist, dass 
für kleinere Werthe von k die Annäherung noch grösser werden muss. 
Es ist hiemit zugleich ßü = /?o = 90" angenommen, und folglich ist die 
geodätische Linie , die hier beispielsweise betrachtet werden soll, ein 
Theil irgend eines Meridians des Erdellipsoids. Setzt man nach Bessel 

loge= 8,9122052 

so ergeben sich unter der Voraussetzung dass &=e ist, die folgenden 
numerischen Werthe der Coeflficienten 

By = 345", 3250 
Ci = 0.0722 
Di = 0.00004 

woraus hervorgeht, dass selbst wenn man die Genauigkeit bis auf Zehn- 
tausendtheile der Secunde treiben will, das dritte Glied des Ausdrucks 
für X immer völlig unmerklich ist. Dagegen sind die in Bi und Ci ent- 
haltenen Glieder sechster Ordnung nicht ohne Belang. Setzt man aus- 
serdem 

y' = 10« , S = 40» 

so giebt die Näherungsformel für x zuerst a;ss=1'5r',0, und substituirt 
man diesen in die vollständige Gleichung, so bekommt man 

a: = -H 1'51",0175 + 0",0355 = -H r51\0530 

Hiemit sind die Annäherungen schon vollendet, da eine neue Substitu- 
tion von x denselben Werth wieder geben wtlrde. 
Es wird daher schliesslich 

cp" = 49»58'8",9470 

AbhMudl. d. K. S. Gesellsch. d. WisteDscb. XIIT. 2 
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Man sieht hieraus wie schnell man durch den obigen Ausdruck von x 
zum genauen Werthe dieses Bogens gelangt. 

15. 

Der im vorvor. Art. erhaltene Ausdruck für x kann aber auch in 
einen directen umgewandelt werden, und das Resultat wird sehr ein- 
fach, wenn man die Glieder sechster Ordnung weglässl. Den Ausdruck 
für X ändert man leicht in den folgenden ab, 

X = — y Äi sin 2 y' + Y Gl sin 4 q> 

+ jBi sin 2(qp'+iS) cos 2x — -^Ct sin 4(y'+S) cos ix 

— y Äi COS 2(y'+S) sin 2a; + y Ci cos 4(qp'-4-iS) sin ix 

Substituirl man hierin für die Sinusse und Cosinusse der Vielfachen von 
X ihre fteihenentwickelungen, so ergiebt sich bis auf Grössen sechster 
Ordnung 

x = Bi cos (2(p'-H S) sin S — C, cos (4y + 2S) sin 2S 
— xBi cos 2{(p + S) 

und nach der Elimination von x auf der rechten Seite, mit demselben 
Grade der Genauigkeit 

x^Bi cos (29'+S) sin S — Ci cos (4y'-H2iS) sin 2S 

(18) — ^ B,2 cos 2((p'+S) cos (2^ +5) sin S 

Behandelt man das Beispiel des vor. Art. nach diesem Ausdruck, so 
findet man 

^ = -H 1'50^9853 + 0\0355 -h 0\0323 = + 1'5r,0531 

nnt dem obigen Werthe bis auf 0^0001 übereinstimmend. 

16. 

In vielen zur Anwendung kommenden Fallen ist der Werth von a 
so klein, dass er für eine kleine Grosse erster Ordnung gehalten werden 
kann , und es ist daher von Interesse diesen Fall besonders zu behan- 
deln. Man kann hiebet von der Gleichung (18) ausgehen, die nun, da S 
eine kleine Grösse erster Ordnung wird, bis auf Grössen siebenter Ord« 
nung richtig wird. Da man jetzt auch die Sinusse und Cosinusse der 
VielfHchen von S in ihre Reihen auflösen darf, so wird soweit es zur 
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Erlangung des Resultats bis auf Grössen siebenler Ordnung erforder- 
lich ist, 

cos (V+'S) sin S = Scos V— S^sin2(p'— |S^cosV+T^^s*° V 
cos(4(p'+2iS)sin2S = gScosV— iS^sin 4^ 
cos (29)'+2S) cos i^cp-hS) sin S = 4" S -H Y ^^^^ ^9 "" T ^^^^^ ^V 
und für die Coefficienlen bekommt man 

Substiluirt man diese Ausdrücke, so crgiebt sich 

a; = S j-^Ä<+ (|jk2 + lfc«) cos V- a^^' <^os VJ 

— ()S»[ (I fc^ + 1 i*) sin 2y'- 1 Jt^ sin iy' j 

— y^^S^'fc* cos 2^' + ^e'S^fc» sin 2y' 

wo (> SS — ist. Es ist angemessen hier statt S die Grösse 



einzufuhren, und da nun zufolge des Art. 13 
oder nach der Reihenentvvickelung 

wird, so kann x leicht in Function von o dargestellt werden. Setzt man 
(p — q>' = x^ woraus ;if = S — x folgt . dann giebl die Substitution der 
vorstehenden Ausdiücke von x und S 

X = a' j(l-lfc«-lÄ^)-(lfc^+±fc4)eos2y' + iiA^cos Vj 

+ Qo^ \jk^ sin 2(p' — yik^ sin i<p'\ 

+ <)V» I fc2 cos 2?)' — Q^a* ^ fe2 sin 2^' 

bis auf Grössen siebenter Ordnung vollständig. 

17. 

Den eben gefundenen Ausdruck kann man durch die folgenden 
Substitutionen vereinfachen. Löst man zuerst die erste Zeile desselben 
ab, indem man 

2* 
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setzt, uad fuhrt darauf in dem übrigen Theil t^ statt o ein , so bekommt 
man 

X:=.rp + ^^ j(lfc2+ |fc4) sin 2y' _ l^k^ sin 4^'} 

+ (>2^3ljfc2eos2y' — (^V^i^^sinay' 

sucht man ferner statt der Ausdrucke für ^ und % selbst, die ihrer Lo- 
garithmen, so erhält man 

log. nat V == log. nat a — (| Ä^^. ^i ^4^ _ ^1 fc2^_ ±^4^ cos 2y' 

+ j^&*cos 4qp' 

log. nat X — log. nat V + W J(t ^^^ T **) ^'^ V — i ** s^" *9' j 

+ i(>>^*^ cos 2y' — ^Q'^yfh? sin Sy 
Sei endlich 
(19) . . &2 ^ 4^ — 8^2 -H 1 1^3 _ ^2/1* + . . . 

dann werden die vorstehenden Ausdrücke 

log. nat V = log. nat a — ifi cos V — /^^ sin^äy' 

log. nat ;if = log. nat \f) + (>v;/i sin %(p + y (>VV cos 2^ 

— ()t/;/i^ sin 4^p' — y (>'t/;V sin 2?)' 

auch bis auf Grössen siebenter Ordnung richtig. 

Die Gleichung zwischen k und (a giebt durch die Umkebrung 

aber die Gleichungen (1 2) geben 

sin^go = 4j;°c'^\ , esinÄo = ft 
woraus 

M _ g sin 'A 
4 +c sin V» 

folgt, wenn 



«• 



4-e« 

gesetzt wird. Hiemit bekommt man 
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fe2 = « sin 2/Jo — e^ sin % + e^ sia •/Jo — «* sin ®/?o + . . . 
fc^ = e^ sin % — 2«3 sin «/?o + Ss^ sin s^?« + . . . 
fc« = ^ sin «/So — 3«^ sin % + . . . 
fc8 = €* sin % + . . . 

Setzt man diese in die vorstehende Gleichung zwischen fi und fc, so 
erhält man 

^ = 1« sin 2^0 — I «' sin ^/?o + ^«^ sin % — ^^sin 8/3;,+... 

woraus, wenn man zum Logarithmus übergeht 

log.nat/i = log.natfsin2/fo — j6sin2/?o+JJ«^sin*/?o — ^«^sin«/?e±.. 

folgt. Vergleicht man diese Ausdrücke mit den Jacobi'schen, so findet 
man dass sie im Allgemeinen damit ttbereinslimmen. Die hier entwickel- 
ten Endformeln sind aber aus dem Grunde, dass im Ausdruck tür /i die 
Polhöhe J?o eliminirt ist, einfacher wie die Jacobi'schen, indem dadurch 
die Berechnung von Bo ganz wegfällt, welches bei Jacobi nicht der Fall 
ist. Ausserdem ist zu bemerken, dass in dem Ausdruck fttr log.nat^ die 
beiden Glieder — Qtpfi^sm itp' — j^fhp^fisin 2y' bei Jacobi nicht vorhan- 
den sind , und daher sein Ausdruck für % (von ihm (p genannt) nur bis 
auf Grössen sechster Ordnung richtig ist; die beiden genannten Glieder 
können indess zuweilen Merkliches geben. 



18. 

Für die Bestimmung des Längenunterscbiedes zwischen dem An- 
fangs- und dem Endpunkt der geodätischen Linie nehme ich die Glei- 
chung (1 4) vor. Entwickelt man die in derselben vorkommende Wur- 
zelgrösse, so findet man 

Es ist aber leicht zu zeigen dass 

8in*y 4 ^^ cotg*ft 

4 — sioVoCos'y sin Vt < — sin '/J« cos 'y 

8in*y __ sinV coigV^ cotgV^ 

I — sin % cos V sin Vo sin Vt < — sin */?, cos *(f 

sin*y _^ sin> cotgV» . j . CotgVo cotgy^ 

l-8inVtCos*cf) sinVt sin'/J© ™ "*" sin'/Jo 4 — sinVtCOS*^ 



V 
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u. s. Wm deren Fortechreiten einfach und regelmässig ist. Ferner ist 
leicht zu bestätigen dass 

^Q«/?o/ ,jJ;^,,,,y = arc. tg^^ + const. 

ist, und aus den vorstehenden Ausdrücken folgt daher dass 

a /» s\n*(rda> cos/9. ^ * o/j . ißer 

^^. o f 8>" *V^V' «^« i? 3— 4 cotg Vo + 8 cot« •/?• 
cos Pol -i . *T ^ , =s COS Po \, • 1^ ^^-^ <P 

u. s. w. , wo ich der Kürze wegen die IntegrÄlionsconstanlen woggelas- 
sen habe. Substituirt man nun die vorstehenden Ausdrücke in das Inte- 
gral des vorstehenden Ausdrucks für dl, und nimmt vorlaufig keine 
Rücksicht auf die Grenzen desselben, so bekommt man für irgend einen 
unbestimmten Punkt der geodätischen Linie 

-(.«■s+*'4S^)»i"ä^+«.l".v;-H±--! 

+ const. 
Es ist zu bemerken, dass alle unendlichen Reihen dieses Ausdrucks im- 
mer stark convergiren, da für jeden Werth von /?o das Verhallniss ^t^ . 
sehr nahe = e ist. 

19. 

Man erkennt auf den ersten Blick, dass die Reihe womit arc. ts; — *~ 
in dem eben erhaltenen Ausdruck für l multiplicirt ist, die Entwicke- 
lung von yi + fe^cotg2/?o ist , und da 

sin J»o = 4 ' %/*o = Vf^ . tgÄo 
ist, so wird 
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folglich 

Der Ausdruck für / geht daher über in 

+ const. 

Wenden wir uns nun zu dem im Arl. 1 1 betrachteten rechtwinklichen, 
sphärischen Dreieck, so geben die Gleichungen (15), wenn sie auf den 
unbestimmten Punkt der geodätischen Linie angewandt werden» wel- 
cher dem Bogen q> entspricht, 

f O -^ cos a , . cos /> cos« 

lg J^ — 3jn^g|„^ > ^g 9 ™* sin/? 

cos/?o SS COS/? sin tf 
and hieraus folgt 

Setzt man daher i ss J2 — ^J2, so bekommt man 

+ const. 

Die in diesem Ausdruck vorkommenden Functionen lassen sich durch 
Zuziehung der rm^ vorvor. Art. eingeführten, mit «bezeichneten, Grösse 
auf einfache Weise ausdrücken. Man bekommt strenge 

k\i —2 colg %) = 3fc2 _ 2*(1 — fc2) 
JkX3— 4colg2^o + 8cotgVo) =» 15fc*~206Jk^(1-ik') + 8«2(t— Jk2)2 
k\i — co{g%) = 2Ä* — 6fe2(1— Ä2) 

SJD^p ^ 

8\nB. ~ /rf€.|/m? 

Substituirt man diese und bleibt bei den Gliedein sechster Ordnung 
stehen, so bekommt man 
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- (A*'+l!i**-S**0sln29> + ^sin4<;pj 
+ consl. 
die auch in die folgende umgewandelt werden kann 

und bis auf Grössen achter Ordnung richtig ist. Die Grössen sechster 
Ordnung, welche dieser Ausdruck enthält, sind fast immer ganz un- 
merklich, und nur haoplsächlich das Glied ^^ ^ Coefficieotea von q> 
wird zuweilen ein Weniges geben können, indem in den Fällen, in wel- 
chen cos/?o nicht klein wird, im Gegentheil k sehr klein wird. Man kann 

aus diesem Grunde die Grösse -^kh^cosßo als ganz unmerklich be- 
trachlen"*^), fügt man aber dem Coefficienten von (p innerhalb der Klam- 
mern das Glied — zi^^^^ hinzu, so lässt er sich in die beiden Factoren 

1 — y^^~64^* ""^ l + yc^ + yc^ zerlegen, und die Berechnung des- 
selben wird eipfacher. Da femer auch das mit sin 4qp multiplicirle Glied 
immer unmerklich ist, so wird mit stets ausreichender Genauigkeit 

.A<2=^le^cos/?oj(< + |e^+|e^)(i-4fc^--,\fe^^ 

— (A*^+S*0 s^" ^v\ + const. 
Es ist hiebei noch zu bemerken, dass in vielen Fallen cos/!^o sehr klein 
wird, und wenn dieses statt findet, ist der vorstehende Ausdruck eine 
Ordnung genauer wie ausserdem. 

20. 

Schreibt man nun flir den Anfangs- und den Endpunkt der geodä- 
tischen Linie nicht nur wieder tp und tp" so wie */2' und */2', sondern 
auch /' und l'\ und setzt 



*) Das Maximum von — e*sin*/9pC0s/?^j, in Thellen des Kreishalbmessers aiisge- 

drüclil, ist = 0,000000004 8, und das Maximum des im Text genannten Gliedes wird 
daher erst = 0",000l , wenn q>= t5®,ß, = 0",00< wenn y» <55' ist, u. s. w. 
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r' — r = A ; J2'' — J2' = (0 ; z/J2'' — JSt = Jm 

dann ist wieder A der Längenunterscbied zwischen dem Anfangs- und 
dem Endpunkt der geodätischen Linie, und es wird ausserdem 

wo wieder x^=9 — 9> is^- Dieser Ausdruck gilt filr jeden beliebigen 
Werth von $. 



21. 

Nimmt man nun wieder an, dass die Länge der geodätischen Linie 
8 eine kleine Grösse erster Ordnung ist, so iässt sich der eben gefun- 
dene Ausdruck für ^w noch mehr vereinfachen. Wegen der Factoren 
X und sinx wird er eine Ordnung genauer, wie in dem Falle, wo die 
geodätische Linie beliej3ig lang ist, und es können daher jetzt die mit 

k* und e^ multiplicirten Glieder weggelassen, und der Factor 1 +yö^ zum 
allgemeinen Factor gemacht werden. Nimmt man indess bierin immer 
noch das Glied yc* auf, da es in der Anwendung so jeicht zu berück- 
sichtigen ist, so entsteht hieraus nicht der mindeste NachtheiL Erwägt 
man nun, dass jetzt 

cos {29)' + x) =^ cos 2^' — X sin 2(p , sin ;( s j{ 

wird, und führt fi durch die Gleichung k^sssifi+ etc. ein, so bekommt 
man 

und wenn man hievon zum logarithmischen Ausdruck übergeht 
log. nat Jw = log. nat Cj e^+ ^ e^+ l^e^^ x cos ßo 
— fi cos V + "I^Z sin 2^' 

Dieser, bis auf Grössen siebenter Ordnung vollständige, Ausdruck ist 
bis auf das Glied ^e^ mit dem Jacobi'schen identisch. 

1 6 
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22. 

Ehe ich weiter gehe will ich die bis jetzt abgeleiteten Ausdrücke 
in der Reihenfolge, in welcher sie gebraucht werden, zusammen stellen, 
und die Logarithmen der constanten Factoren in der Annahme des im 
Art. 1 4 angefahrten Werthes von e hinzufügen. Es sind nun zuerst die 
folgenden Formeln zu berechnen , in welchen B\ a\ s die ursprünglich 
gegebenen Grössen sind. 

wo 



log y\—^ = 9.9985458202 
ist. Ferner ^\ /%, ^' aus den folgenden 

sin /So sin ql =: cos ^ cos d 
sin ßü cos q! K sin ß! 
(21) . . . s sin /% sin Jl' s cos a 

sin /So cos Ji 3= sin ß! sin a 
cos/?o SB cos/^ sin d 

oder, wenn man will, aus den folgenden 

tff w ^ ^^'^ ' tff i? := ^/ := ^^^^' 

o 'r tg/?' ' ^ P^ cos ^' sin a' siny' 

'^*'*' 8in/J' ooß/Jp 

Ferner ist zu berechnen 

log fi = log (fe sin 2^o) — c sin ^^o + c' sin ^/?o — (^^ sin % 
wo 

log 6 = 7.2252588—10 ; logc = 7.164073—10 

logc «= 4.6002 — 10 ; logc" « 2.198—10 

und unter dem Zeichen »log« hier gleichwie im Folgenden der Briggi- 
sche, oder gemeine, Logarithmus verstanden wird. 

23. 

Es werden von hier an die zu berechnenden Grössen grösstentheils 
anders, je nachdem 8 beliebig gross, oder eine kleine Grösse erster Ord- 
nung ist. In der Voraussetzung, dass s beliebig gross ist« ist zuerst nach 
den Ausdrücken der Art. 13 oder 15 zu verfahren, in welchen aber 
noch die GoefBcienten auf die zur Anwendung geeigneteste Form hinzu- 
führen sind. 
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Aus dem im Art. 12 gegebenen Ausdruck des Goefficieuten A folgt 
oder wenn man fi durch die (1 9) einführt, 

- = 1 — ^— -^2^.-^3 

Aus dem Art. 1 3 folgt nun 



oder 
wenn 



S =: a -i» a£ — oK' 



gesetzt wird. Es folgt hieraus 

log.natÄ' = «ognat-^;^, + |/i — g^2 

und durch ähnliche Behandlung der Goeflicienten Bt und d des Art. 1 3 
ergiebt sich 

log. nat Äi = log. nat r^ — y ^^ 

log Ci = log f ^2 

bis auf Grössen der achten Ordnung richtig , wenn man von dem Goef- 
ficienten Di absieht, von welchem im Art. 14 gezeigt worden ist, dass 
er durchaus nichts Merkliches geben kann. 
Es ist nun zuerst 



"i' 



zu rechnen, und nimmt man an, dass 8 in Toisen gegeben ist, so wird 

log-^ = 8.7996015995 

Wenn s in irgend einem anderen Maasse gegeben ist, oder wenn man 
einen anderen Werth von a anwenden will, so kann man diesen Wertb 
des Constanten Logarithmus demgemäss leicht abändern. Rechnet man 



nun ferner 
wo 



log K' = log a/^ + ßfi — rfi^ 

loga = 0.0014542 
log/J= 9.03572 — 10 
Klog;^ = 9.363 |— 10 
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und setzt 

logK^ 7,3255611 
so wird 

S =: a + oA' — aK' 

und rechnet man hierauf 

log B\ ^ log r/i — d/i^ 

logCi = logry 
wo 

logr =5.3144251 ; log cT = 9.43366 — 10 

log/ = 4.4113 
so bekommt man x entweder durch 

(22) x=Bi cos {^(p'JhS—x) sin (S— j:) — Ci cos i{2(p^S—x] sin i{S—x) 

indem man mit dem Näherungswerthe 

X = Ä, cos(29)'-HS)sinS 
anfängt, oder durch 
(23) X = Bi cos (2y'+S) sin S — Ci cos 2(2y'4-S) sin 2S 
— ^'cos 2(9+5) cos (2^ +S) sin S 

die aber nur bis auf Grössen sechster Ordnung richtig ist. Hierauf wird 

(24) (f" = (p ^ S — X 

Sei ferner 

Behandelt man E und £' wie eben ff und C , so entsteht 
log.nat£;= -1^-1^2 

logß' = log-f reV 
Wenn nun 

log jP ^ — C/4> — S/i^ 

log E' = log jyiw 
gesetzt wird wo 

log« = 9.3367543 — 10 ; log f = 9.2118 — 10 

logi? = 2.53678 

ist, so wird 

(2 5) Jü) = mE{S—x) cos /?o— ^ ' cos /*o cos (29+5— x) sin {S—x) 
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wo ausserdem 

logiw = 7.5241068 — 10 

ist, und bemerkt werden kann, dass der Logarithmus des Factors 
cos{i,(p*+S—x)s\n{S — x) schon in der Berechnung von x gebraucht 
wurde, und daher hier nicht besonders berechnet zu werden braucht. 

24. 

Wenn a für eine kleine Grösse erster Ordnung gehalten werden 
darf, so fallen die im vor. Art. erklärten Rechnungen weg, und die fol- 
genden lielen an ihre Stelle. Nachdem a = Tr=^ gerechnet worden 
ist, wo a dieselbe Bedeutung hat wie vorher, rechne man 

log %ff = log a — f/^ cos V — 9f^^ sin ^2^)' 
und hierauf 

log ;f = log t^ -H hxpfi sin 2y' + fci/^V ^^s 2(p' 

— h%pfi^ sin 49' — l%iJ^/4 sin 2y' 
worauf 

9 = 9 -^ X 
wird. Die Gonstanten haben hier diq folgenden Werthe 

\ogf = 9.93881 — 10 , logy = 9.63778 —10 
logA = 4.32335 — 10 . logfe = 8.8328 —20 . 
log/ = 3.2174 —20 
Hierauf ist 

log Ji» Ä log mx cos ßo — jffi cos V + T * V'A* ^^^ ^V (26) 
wo m denselben Werth hat wie im vor. Art., und bemerkt werden kann, 
dass die beiden letzten Glieder bis auf den Factor -^ schon in den Aus- 
drücken für \p und x vorkommen , und daher nicht von Neuem berech- 
net zu werden brauchen. 



25. 

Sind nun die im Vorhergehenden beschriebenen Rechnungen aus- 
geführt, so giebt wieder das im Art. 1 1 erklärte rechtwinkliche Dreieck, 
welches schon oben gedient hat um /So, (p\ Jl' zu erhalten, durch seine 
Anwendung auf den Endpunkt der geodätischen Linie die Bögen 



Digitized by 



Google 



30 P. A. HANSEIf, 

a", S)l^ ", lind zwar entweder durch Anwendung der folgenden Glei- 
chungen 

cos ^ sin a := cos /% 

cos ^ cos a = sin ß^ sin ^ 

cos ^ sin JZ" = sin y" 

cos ^ cos J2" = cos /So cos 9)" 

sin /?" = sin ß^ cos 9" 

oder« wenn man will, durch 



(27) 



Ig^' 



«g»''' 



Nennt man wieder den Unterschied der geographischen Längen des An- 
fangs- und des Endpunkts der geodätischen Linie X , so wird nun zu- 
nächst 

A « J2' — J2' — ^«» 

und die PolhOhe V kann man aas ^ durch die mehrmals angefUhrlc 
endliche Gleichung berechnen. Man kann statt dieser auch ihre be- 
kannte Reihenentwickelung gebrauchen , und selbst diese auch auf den 
Unterschied V — ß anwenden. Setzt man e =s sin ^, so ist allgemein 

/? = fi — f tg*yV;sin2Ä + yrtg*YV'«n*ß 

— yftg'yV'Sinö* ± 

und diesem entgegengesetzt 

B Ä /? + rtg2-iv;sin2/? + 4r(g*|v'sin*/? 

+ yftg«4-VS'n6/*+ • • • 

wo wieder rÄ206264",8 ist. Wendet man die letztere auf den gp- 
nanntcn Unterschied an, so erhält man 

ß"_ß' =s ^'_^ + 2rtg2YV'COs(//+/?')sinO«'-/5') 

+ r tg«4 V «»s 2(/S'+ /?•) sin 2(/S'- /J") 

+ |rtg«-i-vcos3(/r+/S')8in3(/S'~/?') 

+ etc. 
worauf 

ß" = ß' + (ß"-ß') 
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wird. Der oben angenommene Werth von e giebt 

V;= 4H1'083 
und hieraus folgt 

log2rlg2i.i^ = 2.8392585 ; logrtg^lt/; = 2.5382285 

logrtg^lv = 9.76203—10 ; log^rig^^xp « 9.46100 

'«gy^^g'l-V' = 6-8'0 — <0 ; loglrtg^yV' = 6-509 

die man, wenn man will, beliebig fortsetzen kann. 

Es Ittsst sich noch ein anderer Ausdruck für die Hinführung von 
ß auf B geben, der in vielen Fallen Anwendung findet. Die obige Reihe 
für B giebt, wenn man die Glieder, die von der Ordnung e^ sind, über- 
geht, 

B — ß = 2 ^ " ^— sin /?cos /? + 2 ^*"" K^^i sin ßcosßli cos V— 1) 
Es ist aber 

und der vorstehende Ausdruck lässt sich daher auch wie folgl schreiben, 
B-^ßtst (i_yi_e2)sin/?cos/? + Ye2(1 — /1 — e^jsin^cos^/J 

welcher ebenfalls bis auf Grössen sechster Ordnung richtig ist. Hieraus 
ergiebt sich aber 

log. nat (B — /?) = log. nat (1 — Y\ — e^ sin /? cos /? + ^ ^ ^^^ ^ß 

also, wenn man zu den Br ig gi sehen, oder gemeinen, Logarithmen 

ttbei^eht, 

log(ß — /^ fis log(jysin/?cos/?) + öcos2^ 
wo 

ist, wenn M den Modul der Briggischen Logarithmen bezeichnet. 
Richlel man die Coefficienten so ein, dass der aus diesem Ausdruck her- 
vorgehende Werth von B — /? unmittelbar in Secunden erhallen wird, 
so erhalt man 

logjy = 2.8385319 ; logö = 7.1612—10 

Auf ähnliche Art bekommt man für die entgegengesetzte Reduction 

\o%[B — ß) = log (i; sin B cos B) + «sin^B 
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wo die Constanlen dieselben sind. Diese Reiben gewähren eine kürzere 
Rechnung wie die obigen, und geben in der Regel die Hunderttheile der 
Secunden genau. 

26. 

Man sieht aus dem Voi hergehenden, dass das hier eingeschlagene 
Verfahren unter anderen Rechnungen auf die Auflösung zweier recht- 
winklichen sphärischen Dreiecke führt, und wenn 8 gross ist, so scheint 
mir dieses das Kürzeste und Angemessenste zu sein. Das erste dieser 
beiden Dreiecke muss jeden Falls zur Erlangung derWerthe von ß^ und 
(p' berechnet werden, und da die Berechnung eines zweiten Dreiecks 
nicht vermieden werden kann, so ist es in den Fällen, wo keine wei- 
teren Reductionen möglich sind, am Einfachsten das zweite rechlwink- 
liehe Dreieck, welches sich darbietet, anzuwenden. Wenn nun, wie 
oben angenommen wurde, $ gross ist, dann ist in der That keine wei- 
tere Reduction möglich, wenn aber s klein ist, dann ist der Unterschied 
zwischen den beiden rechtwinklichcn Dreiecken auch klein, und in dem 
schiefwinklichen Dreieck, welches den Unterschied jener bildet, ist nicht 
nur eine Seite immer eine kleine Grösse , sondern der dieser gegenübc r 
liegende Winkel ist im Allgemeinen auch klein. Hiedurch ist die Mög- 
lichkeit gegeben durch Reihenentwickelungen mit aller wttnschenswer- 
then Genauigkeit auf kürzere Weise zum Ziele zu gelangen, und deshalb 
soll im Folgenden dieses schiefwinkliche Dreieck der Betrachtung unter- 
zogen werden. 

27. 

Man findet leicht, dass das schiefwinkliche Dreieck , welches den 

Unterschied der bisher betrachteten beiden rechtwinklichen Dreiecke 

bildet, die 

Seiten x» 90« — /?', 90^ — ^', und die 

Winkel « , a\ 180« — « 

hat, wo wieder 

j[ ^ (p' — (p , frt = JZ" — *ß' 

ist. Wenn a eine kleine Grösse erster Ordnung ist, so sind x ""^d "" 
Allgemeinen auch cd solche Grössen. 

Die auf dieses Dreieck angewandten Grundgleichungen der sphäri- 
schen Trigonometrie sind 
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cos ^* sin a = cos ^ sin d 

cos /S" cos a ^ -sin ^ ^\vl % + cos ^ cos ;^ cos a 

cos /S" sin 0) = sin X sin d 

cos /S" cos (0 = cos X cos /S' + sin ;f sin /?' cos a' 

sin ^ = cos X sin /?* — sin ;^ cos/?* cos a 



(28) 



Man ziehl diese Gleichungen durch die Subslilulionen 

cos ö sin 1] = sin % cos d 

cos ö cos 71 = cos ;^ 

cos sin /i B cos ^ sin a' 1^ ... (29) 

cos d cos fi = cos a . 

sin := sin ;^ sin d 

zusammen, und erhält dadurch 

cos /3^ sin (0 = sin 

cos /S" cos ö) = cos 6 cos {/J' — 7j) 

cos/?" sin [d' — fi) = — sin ösin (/?' — ti) \ . (30) 

cos /S" cos (a" — /i) := cos (/?' — tj) 

sin/?" = cos ösin (/?'—i;) 

Die Herleilung der ersten, zweiten und fünften dieser Gleichungen 
aus den Grundgleichungon ist so einfach , dass sie keiner Erläuterung 
bedarf, aber die der dritten und vierten ist etwas mehr zusammenge- 
setzt, weshalb ich das Hauptsächlichste davon angeben werde. 

Multiplicirt man die erste Grundgleichung mit cosdsin^, die zweite 
mit cosdcos/i und addirt, so bekommt man in Folge der (29) 

cos d cos /?" cos {d — ju) = sin /?' cos d sin x + cos ßf cos x 

Multiplicirt man femer die erste Grundgleichung mit cos cos ^, die 
zweite mit cos ^ sin /i und subtrahirt, so wird auch in Folge der (29) 

cos 6 cos /?" sin {d — /ti) = cos ß^ sin x sin a' sin ;^ cos d 

— sin ß^ sin x sin d cos x 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich leicht durch nochmalige 
Anwendung der (29) die obige dritte und vierte Gleichung. Mau kann 
die Gleichungen (29) und (30) auch dadurch erhalten , dass man vom 
Scheitel des Winkels d einen grOssten Kreisbogen senkrecht auf die 
gegenüber liegende Seite ftillt. 

Auf diese Gleichungen soll jetzt eine Reihenentwickelung gegründet 

Abbaodl. d. K. 8. GeMUMb. d. WisMOfeh. XUI. 3 
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werden, die um zwei Ordnungen weiler geht wie die Gaassische 
und auch sonst noch von dieser etwas verschieden ist. 



28. 

Um zu dieser Reihencnlwickelung zu gelangen, nehme ich zuerst 
die Gleichungen 

sin 6 =s siux Bin a 
^n — tg « cos «' 
vor, die aus den (29) folgen. Setzt man hier für sind, sin;^, tgi^, tg;^ 
die ersten Glieder der bekannten Reihen , durch welche sie dargestellt 
werden, und ausserdem 

do = X sin a 
ij^ s: ^x cos a 

woraus x^=^^^ + f]o^ folgt, so bekommt man zuerst 

Mit Anwendung der Gleichung x^^^ Oo^+tji? folgt hieraus bis auf Grössen 
der fUnften Ordnung 

woraus 

sich ergiebt. Substituirt man diese, und eliminirt x wieder durch die 
eben gegebene Gleichung, so erhält man leicht 

welche bis auf Grössen siebenter Ordnung richtig sind. Die dritte und 

vierte der (29) zeigen, dass /i wenig von a verschieden ist, setzt man 

daher 

/i Ä= a — r 

so geben diese Gleichungen 

(31) .... tg(a'— r) = tgacos;^ 

und hieraus bekommt man leicht 
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- ^^ (4 — COS/) sin u cos a 
^ "" 1 — (1 — cos;^ ^ äin V 

oder bis auf Grössen achter Ordbung 

^ = (y «' — i^ + 4ö^') s'" « ^^^ «' 

+ (y ^ — J<^*) sin ^«' cos a 

+ yX S>0**a cos« — yT^ 

Diese Gleichung giobt bis auf Grössen viertel' Ordnung 

r = yx^ sin «cos« 

lind erhebt man diese in den Cubus, und eliminirt damit t^ aus der vor- 
stehenden, so ergiebt sich mit demselben Grade der Genauigkeit, 

^ = (y;f^ — i;f' + 7^;f')sinacosa' 

+ (4~ X^ — ^ TTJ sin V cos «' 4- y ;k* sin ^a cos a 

Die oben gefundenen Ausdrücke für 6 und i; geben aber leicht durch 
die Umkehrung 

und hiedurch erhält man mit der hier erforderlichen Genauigkeit 

;f< sin »«' cos «' = ö^ (ö^ _ 1 Ö< + y »;2 ö2\ 

Da nun die Gleichung %* ^ tj^ + flo^ 

f = ,,2 + Ö2 - -J-i,»ö2 
giebl, so gebeni die vorslehenden Ausdrücke 

;^sin«'cos«' =: ft;(i;2 + fl2+-i-^<_-i-r/2eJ— i-ö^) 
;f8sina'cosa' = 6/iy(ij< + 2iy2ö2-»-Ö<) 
f sin Vcos ol = eii{ri^6^-¥- 0*) 
Eliminirt man hiemit % aus dem Ausdruck für t, so erliält man 

bis auf Grössen achter Ordnung genau. 

3* 
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29. 
Setzt man y = ^ — a", so geben die Gleichungen (30) 

tgy = sinötgO?'— jy) 
deren Reihenentwickelung auf ähnliche Art, wie die von d und r/ be- 
wirkt werden kann. Sei 

e 

^ö — cos (/»'-•,) 
yo = Ötg(/S'-,) 

woraus ß^ = a)o^ — y^ folgt, so bekommt man zuerst 

Hieraus folgt 

0)3 — a>o^ 4. coo^ö^ —.Wo' ; f = y^^ ^ yyo'ö^ — yo' 

eliminirt man hiemit w und /, so wie mit 6i^=coo^ — /o^ den Bogen 6 
auf den rechten Seiten dieser Gleichungen, so ergiebt sich 

die bis auf Grössen siebenter Ordnung richtig sind. Setzt man in dem 
Quotienten der letzten (30) durch die zweite 

so bekommt man 

tg(/S' — ly — t;) = tg(/S' — iy)co8Ä) 

die der (31) völlig ähnlich ist, und daher eben so behandelt werden 
kann wie diese. Man bekommt also zuerst 

+ (t «' - n ^') siii 'iß'- v) cos OS'- v) 

4- y CO« sin ^{ßf— t]) sin (ß— fj) 
Die obigen Gleichungen geben aber 

(08in{^—rj) = yo^ ; co cos (/S'— i^) == ö 
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und durch UmkehrungeD erhält man aus den Ausdrücken für co und y 

und hiemit 
ferner 

«^Sin OS'-,) cos GS'-,,) = öy(l-iy^+4.«2+j^y4_^2«.+ _J_„4) 

n QS'— ,)cos(/S'— ,) = öy(<»>— jwV+T*»') 

n»(^-,)cos(/^-,) = öy(/- 1 y^+ ly^o,^) 
n '(/S'—i?) cos ißf—tj) = ey.r^a^ 
in*(/S'— i?)cos(/S'— ^) = Öy.y< 
Substitairt man diese in den obigen Ausdruck für v, so entsteht 

V = —öy^l + -<»* + — y* ^y*<»* + — co*^ 

bis auf Grössen achter Ordnung vollständig. Hiemit sind alle Bögen 
entwickelt. 

30. 

Statt der im Vorhergehenden entwickelten Ausdrücke fUr die Bö- 
gen 6, t] , T, (o, y, V selbst, ist es vortheilhafter die ihrer Logarithmen 
anzuwenden, die man aus jenen leicht erhalten kann , und die sich wie 
folgt stellen lassen, 

log. nat e = log. nal öo — -5- ^0^— -^ i?o^— ji tjo^ Oo^ 

log. nat ri = log. nat i?o + y Öo^+ ^ öo^— ji ^0^ öo^ 

log.nalT = log.natiö,+ l,^+^e2+^,^-f3,^e^+^j^ö^ 

log. nat cö = log. nat wo— ^^0^+ 55 yo*+ ^5 yo^«©^ 

log. nat y = log.natyo— l^o^— yCöo2+ jJ^yo^+^/o^wo^— ^«o^ 

log. nat V = log. nat y ey+ ^j a)^+ mr'-m r^"^^^ jh ^* 
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31. 

Schreibt oian nun die erhaltenen Ausdrücke in der Reihenfolge hin, 
in welcher sie zur Anwendung kommen, geht zu den Briggischen Lo- 
garithmen über, und richtet alle Ausdrücke so ein, dass die in denselben 
enthaltenen Bögen in Secunden ausgedrückt werden müssen , und wie- 
der in Socunden ausgedrückt aus denselben hervorgehen, so ist das Er- 
gebniss der hier ausgeführten Reihenentwickelungen in den folgenden, 
zu berechnenden , Ausdrücken enthalten , in welchen wieder unter der 
Bezeichnung log der Briggische Logarithmus zu verstehen ist. 

öo = ;if sin «' 

f]Q SS X cos« 
log Ö = log öo — 2 /i^o^ — 8 fi'f]o^ — 96 /i'jyo^^o^ 
logiy = logr/o+4/föo^+il2/i'eo' — 96/i'/yo^öü' 
log T = log ()' Ol] + fif]^ + fiO^ +lfir]' — 30 /i'//W ^ T^Qx 

logw = logwo— l^fiyo^+ 112/iVo*+ 96^V(üo2 

logy = logyo— 2^yo^ — 2^(ö«2 — 8/iW + 176^Wyo^+*0/iV 
logt; ^ log()'0y + /icö2+ kfiy^ — kfiio^^-^l/n'M^ 

^ = fif—Tl — V 

a ^^ a — y — T 

Ausserdem ist hier, wenn M den Modul der Briggischen Logarithmen 
bezeichnet, 

^ t • t06264",8 

gesetzt worden. Die Zahlenwerthe dieser Gonslanten sind : 

log(>' =r 4.3845449 — 10 

log^ = 7.9297528 — 20 

log 4^= 8.6318128 — 20 

log/t'= 5.22172 —30 

log 4/*' = 5,8^378 — 3U 
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log 7^' = 6.0668 —30 

log 8^' = 6.1248 —30 

log 30^' = 6.6988 — 30 

log 96^' = 7.2040 — 30 

log 112^' = 7.2709 —30 

1ogi76fi = 7.4672 —30 

Lässt man in den vorstehenden Ausdrücken die Glieder der höchsten 
Ordnungen weg, so gehen sie in die folgenden einfacheren über, 

logö =s logflb— ^f^o^ 

log T = log Q Ot] + (llf + [10^ 

log w = log ct>o — 4/iyo^ 

log r — log yo — 2^0^ — 2^0)0^ 

log V = log Q Oy + /icö^ 

von welchen die fUr 0, ^, eo, ^^ bis auf Grössen der fünften, und die für 
T und V bis auf Grössen der sechsten Ordnung genau sind. 

Wenn irgend eine oder mehrere der Grössen öo, lyo, <oo, yo negativ 
werden , so werden diese Ausdrücke sowohl wie die vorhergehenden, 
vollständigeren dadurch nicht im Geringsten geändert , nur werden die 
betreffenden Unbekannten 0, ^, etc. auch negativ. 

Ich bemerke hiezu noch, dass bei der Anwendung dieses Dreiecks, 
oder der obigen daraus folgenden Reihenentwickelungen , die Berech- 
nung der Bögen Sl' und J2*, die in den Artt. 22 und 25 verlangt wurde, 
überflüssig wird. 



32. 

In Bezug auf die oben entwickelte genäherte Auflösung des schief- 
winklichen, sphärischen Dreiecks ist noch Folgendes zu bemerken. Wenn 
alle im vor. Art. angesetzte Glieder merklich werden , so erfordert die 
genäherte Auflösung das Aufschlagen und Niederschreiben von einer 
grösseren Anzahl von Zahlen, wie die strenge Auflösung, aber die Rech- 
nung ist bequemer, namentlich in dem Falle, wo man die Genauigkeit 
soweit treiben will, wie die Anwendung von Logarithmen von zehn 
Stellen es erlaubt, und auch schon bei Anwendung von siebenstelligen 
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Lugariliinien möchte ich sie dor strengen Auflösung vorziehen. Sie giebt 
in den Fallen, in welchen sie überhaupt anwendbar ist, bei Anwendung 
von gleichziffrichen Logarithmen die letzte Decimale der Secunde ge- 
nauer wie jene. Ueber die Grenze ihrer Anwendbarkeit lässt sich nur 
so viel sagen dass sie, wenn man die Hunderltheile von Seounden rich- 
tig haben will, nicht mehr angewandt werden darf, wenn die Bögen 
6, rj, m, / die Grösse von 10^ wesentlich übersteigen, indem alsdann 
die höheren, nicht hinzugezogenen Glieder merklich werden können. 
Will man im Resultat eine grössere Anzahl von Decimalen richtig er- 
halten , so darf man selbstverständlich nicht bis zu der eben genannten 
Grenze gehen. Ich will hier das folgende Beispiel zur Erläuterung ein- 
schalten. Sei 

;f=iO«, /J'=40», «' Ä 140« 

dann giebt die durch die Gleichungen (29) und (30) ausgeführte, strenge 
Auflösung 



i7=r -7« 41' 33', 47; 
/tas 140 25 52,72; 

und die genäherte 

log (9« SS 4.3643700 

— 0.0012939 

— 0.0000008 

— 0.0000065 
log e » 4.3630688 

(Den Bogen 6 braucht man nicht.) 

log ^' et] = 3.189991 In 
-I- 0.0006524 
+ 0.0004528 
+ 0.0000007 

— 0.0000020 
-t- 0.0000003 

logr = 3.1 9109531» 

T = — 0«25'52',73 



»= 9»28'24'',96 
«"as 133 26 22.93 
/S"« 47 18 2,60 

log 1^0= 4.4405565» 
-h 0.0018220 
+ 0.0000054 

— 00000065 
log 17 SS 4.4423774n 

tj = — 7»41'33",47 
/J-— , = 47 41 33,47 

log 0)0 = 4.5349843 

— 0.0021863 
+ 0.0000077 
+ 0.0000121 



logt» 

6) 



4.5328178 
9« 28' 24',98 
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logro^ 4.4039486 






log ^'6r^ 3.1484933 


— 0.0010932 






+ 0.0009894 


— 0.0019987 






+ 0.0000016 


+ 0.0000028 






— 0.0000005 


+ 0.0000221 






+ 0.0000003 


— 0.0000018 






\ogvz=: 3.1494841 


\ogr— 4.4008798 






« SS 0« 23' 30".86 


y s= 6» 59' 29",80 








u 


133<>26'22",93 


ßT^ 


47 


18 


2,61 



mit dem Ergebniss der strengen Auflösung übereinstimmend. Hier hätte 
ich in der Bereehnung der Bögen r und v die Glieder sechster Ordnung 
weglassen können, da man leicht erkennt, dass sie auf das Resultat 
ohne Einfluss sind. 

Bei gleichen Werthen von x ist i^ Bezug auf die Anwendbarkeit 
der genäherten Auflösung, namentlich zur Bestimmung von a\ die Lage 
der geodätischen Linie auf der Erdoberfläche in Betracht zu ziehen , da 
bei gleichen sonstigen Umständen der Bogen cd desto grösser wird , je 
näher die geodätische Linie einem der Pole liegt. Um die Wirkung hie- 
ven anschaulich zu machen , will ich im obigen Beispiel /^'sGO® setzen, 
während die beiden anderen Data unverändert gelassen werden sollen. 
Hieraufbehalten fj, 6, /i ihre vorigen Werthe, und für die anderen Bö- 
gen giebt die strenge Auflösung 

(0 = 16^29' r,80 
a" = 125 12 43,31 

/?" = 66 50 8,02 
während die genäherte 

0)= 16^29' 5",05 

a ^ 125 12 43,33 

/J" = 66 50 8.01 

giebt. Die letztere reicht also hier zur Bestimmung von co nicht aus, 
während sie immer noch alle übrigen Bögen genau giebt. 

Die abgekürzten Formeln des vor. Art. gewähren eine sehr ein- 
fache und bequeme Rechnung, aber es versteht sich von selbst, dass 
ihre Anwendung weit mehr beschränkt ist, wie die der vollständigeren. 
Man darf sie, wenn die obige Genauigkeit erreicht werden soll, bei 
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Bögen, die 2^ merkliefa übersteigen, nicht mehr anwenden, und die 
Grenze ihrer Anwendbarkeit wird noch kleiner, wenn ma« eine grössere 
Genauigkeit in die Resultate legen will. 



33. 

Es sind noch mehrere Nebenaufgaben zu erörtern, die sich als 
specielle Fälle der eben gelösten Hauptaufgabe darstellen. Zuerst nehme 
ich an, dass bei beliebigem 8 das Azimuäi a klein sei. Es kann zwar 
in diesem Falle die obige Auflösung der Hauptaufgabe flir einen belie- 
bigen Werth von 8 wieder unverändert angewandt werden, es giebt aber 
derselbe Anlass zu besonderen Reiheaentwickelungen , die hier abgelä- 
tet werden sollen. Statt der Gleichungen (21) des Art. 22 kana eine 
Reihenentwickelung derselben angewandt werden. Setzt man 

(32) 9 =s 90<> — /J' — 7r' ; J/ = 90« — £ ; /Si, = 90«^ — f 

so geben sie 



lg(/*'+^') = 



_ »«^' 



cos« 



tg € == sin /J' tg a 
sin f = cos /J' sin a 

und diese werden mit den im Art. 28 entwickelten Gleichungen iden- 
tisch, wenn man in den letzteren 

6 , fi , X i a , T bez. in 

C, e\ a\ 900-/^, n' 

verwandelt. Die Ausdrücke des Art. 31 geben daher sogleich 

Cq SS a sin ß^ 
(^ = a'cos/S' 
log* = logV+4//C>2^.<<2^'g^4_96^V'^2 

logf =logfo-2/iV'-8^V'-96/i'foV 

logTi' = \ogQy + fie^ + /x^+1fie' — 30 fie^^+Tfi'C 

wo q\ (ly fi dieselben sind wie im Art. 31. Die (32) geben hierauf 
9)', SL, /9o» die aber nicht besonders berechnet zu werden brauchen. 
Denn man erhält sogleich 

(3 4) . log /i =c log (6 cos 2f) — c cos ^f -4- c cos % — c cos •f 

wo ^, fr, c, c, dieselbe Bedeutung haben wie im Art, 22, und reebnet 



(33) 
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OMD hierauf durch die betreffendeo Ausdrucke des Art. S3, S, ßl , Ci , 
so wird statt der (22) 

x= — Bi cos {2(/S'+7i') — {S—x)} sin (S— a?) , . (35) 
— CiCos2j2(/?'+7i') — (S— a;)}sin2(S— a;) 
oder stall der (23) 

x^ — BiCOB{i(ß^+n)—S)sinS—CiCos^2ifif+7i')—S)s'm2S (36) 

— ^*cos2(/J'+7r'— iS)cos(2(/J'+7r')— S)sinS 

worauf sich wieder 

X^S-x 
und statt der (25) 

Jw = i»jEa:sinf + J&'sinfcos(2(/S'+;r')— ;e)sin;f . (37) 

ergiebt, wo m, £, E' dieselben Wecthe haben wie im Art. 23. Setzt 
man nun in den Gleichungen (27) des Art. 25 

so geben sie 

^^ ^^ C08(/J'+7r'-/) 

tg/ = sinftg(/?'+jr'— ;e) 

tg(/j'+7j'— ;f— 7j") = lg(^+;r'_;f)C08a' 

und vergleicht man diese mit den im Art. 29 entwickelten Gleichungen, 
so zeigt sich, dass die Identität hergestellt wird, wenn man 

w , y , ö , /?' — T] , V bez. in 

verwandelt. Die Ausdrücke des Art. 31 geben daher sogleich 

f. 



**• "~ cos{ß(+n'-x) 



(38) 



log«' » log^o'-s^o'^-a^O-s^V+^^e/^VV^+AO/iV* 

log»* sss \og^'Se'+fta^+T/j,'a* — 4^W'^+4^'«** 
und hierauf wird schliesslich 

Man kann diese Reihen auch anwenden, wenn ausser a auch s klein 
ist, nur wird man alsdann x und Jto aus den Ausdrücken des Art. 24 
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berechnen , in welche man auch ^ und ^-^n statt /% und ff einführen 

kann. Die betreffenden Ausdrucke werden hicmit 

logv = loga — /^^sin2(/J'+7r') — j/i2sin2 2(/J'+7r') 
log;f = logt/; + Ai/;^sin2(/J'+7r') — fet/;Vcos2(/S'+^') 

[ log/^cö = logmxsinf— Y/]wsin^(/?'+;r')+yAV'A*sin2(/S'+jr') 

wo a, /*, j, etc. dieselben sind wie im Art. 24. 

Wenn a nahe = \ 80** ist , dann sei 

180« — «' = «/ 
und 

^o' = — «i' sin ^ 

*fo = + a/cos/J' 

worauf alle anderen Ausdrücke wieder unverändert angewandt werden 
können. 



34. 

Betrachten wir ausserdem die beiden speciellen Falle a = und 
a'= 1 80^ in welchen die geodätische Linie einen Theil eines Meridians 
bildet, im ersten Falle sich vom Anfangspunkt nach Süden, und im zwei- 
ten sich nach Norden erstreckt. Die Gleichungen (21) und (27) geben 
nun, wenn man immer /9o ^ 90^ setzt, welches statthaft ist, 

y' = 90» + ^ ; y" = 90<* + /S" 

wo die oberen Zeichen für den ersten, und die unteren für den zweiten 
Fall gelten, gleichwie im Folgenden auch der Fall sein wird. Aus dem 
Art. 22 erhält man hierauf 

log ^ = log 6 -^ c + c — c 
oder 

log|U = 7.2238036 

und substituirt man den obigen Ausdruck für 9)', und setzt 

so werden die Ausdrücke des Art. 23 

X = ßiC0s(2/?'+(S+a?'))sin(S+j;')+ CiCOs2(2/S'+(S+x ))sin2(S+J?') 
oder 
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X = ÄiCos(2/J' + S)sinS+CiCOs2{2^+S)sin2S 
+ ^cos2f/S'HhS)cos(2/J' + S)8inS 

und die des Art. 24 

log ^p = log a — ffi sin ^/J' — gfi^ sin ^ 2/J' 
log z = '^g V ± ÄV'/^ sin 2/?' — kxfflfi cos 2/?^ 
+ h\piLi^ sin 4/?* + /i/;^^ sin 2(f 

und hierauf erhall man 

Der Langenunterschied A ist hier selbstverständlich gleich Null. 



45 



35. 

Es ist noch der specielle Fall a =s 90® besonders zu betrachten, 
mit anderen Worten die Aufgabe zu lösen : »wenn von einem gegebenen 
»Punkt eines Meridians au eine gegebene geodätische Linie senkrecht ge- 
»zogen wird , die geographische Lage des Endpunkts dieser Linie, nebst 
»dem Azimulh an demselben, zu finden«. 

Sei wieder ff die Polhöhe des Anfangspunkts der auf dem Meri- 
dian senkrecht gezogenen geodätischen Linie s^ und ß^ die reducirte 
Breite dieses Punkts, dann geben die Gleichungen (21) 

und folglich wird 

log ^ = log (6 sin y ) — c sin 2^ + c sin ^ . . (40) 

Die Gleichungen des Art. 23 geben, wenn wie früher . 

X = S-x 
gesetzt wird, 

x^ jBism%{S—x)^ -^CiSmiiS—x) . . . (41) 

oder 

x^^Bi sin 2S — 4^ Csin 4S — %*sin 4S 

^« =s m^xcos/^ — T^cos/ysin2;f (42) 

und die des Art. 24 

log rj) SS log a' — fft 

•08Z = logV + *VV .... (43) 
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. :worauf ntko durch den Art. 25 

cos ^ sin a = cos ^ 
cos // cos a = sin ^ sin % 
cos ^ sin «/Z'' SB sin ;f 

cos /J" cos S£ =i cos /?' cos % 
sin /?" = sin ^ cos ;if 

A == JZ" — ^(ö 
erhalt, welche a\ §l\ l geben. 

Der Fall a = 270^ braucht nicht besonders aufgestellt zu werden, 
denn es ist klar, dass wenn man in demselben die vorstehenden Aus- 
drücke unverändert anwendet, das Resultat von dem des Falles a'=s90* 
nur darin verschieden ausfällt, dass a und A in entgegen gesetzter Rich- 
tung zu zählen sind. 

36. 

Es ist dienlich die im Vorhergehenden gelöste Aufgabe durch einige 
Beispiele zu erläutern , und es soll zuerst ein solches gewählt werden, 
in welchem die geodätische Linie eine beträchtliche Länge hat. Die 
gegebenen Stucke sollen die folgenden sein : 

B= 51M2' 
«'=119 9 18',20 
s = 2361641,92 Toisen 
Wendet man diese Werthe auf die Ausdrucke des Art. 22 an, so 
bekommt man 

^ =: 51<>6'22",60 ; log sin ^ =r 9.8911537 

logcos/S'= 9.7978751 
fp = — 21« 27' 19",58 ; J2' = — 35« 37' 51" ,31 

log sin /Jo = 9.9223*29 ; log (i =. 7.0689261 

log cos /Jo = 9.7390408 ; 
Der Bogen ß^ selbst wird nicht gebraucht, und braucht daher nicht auf- 
geschlagen zu werden. Die Ausdrücke des Art. 23 gaben hierauf 

(7= 41«21'12",898 
log IT = 7.0705078 

S= 41«26'37",10 
logßi = 2.38336 
log Ci = 8.5492 
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und die Gleichangen (22) und (24) # ^ ^ 

a: = + 2' 39^77 ; ?)" = 1 9« 56' 37",75 
worauf sich durch die (25) 

^/« = + 4' 32',87 

ergab. Durch die Gleichungen (27) fand sich nun 

ot = 62<> 30' 57',30 ; S£ == 33« 29' fr,55 

log sin / = 9.8954835 

logcos/j" = 9.7910491 
worauf 

W = 51^55' 0",00 

A = 69 2 59.99 

gefunden wurde. Die hier zu Grunde gelegte Polhöhe ist mit Weglas- 
sung der Secunden die von Orsk, und das Resultat giebt auch mit Weg- 
lassung 8er Secunden die Polhohe und die Länge von Valentia. Wie 
ich die hier als gegeben betrachteten Grössen a und $ erhalten habe 
wird weiter unten bei der Auflösung der entgegengesetzten AufSgabe 
gezeigt werden. 



37. 

Als zweites Beispiel soll eine kurze geodätische Linie angenommen 
werden. Gegeben seien : 

ff = 20« ; «' = 30^ a =: 2^ 

wo ich sogleich den in Bogentheilen ausgedrückten Werth von ^ statt 

8 selbst angenommen habe, weil die Berechnung desselben aus 9 so ein- 
fach ist, und eben so aui^fübrt wird wie im vorigen Beispiel. Aus B 
bekommt man zuerst 

/S' = 1 9« 56' 1 8'.31 35 log sin /?* = 9.5327671 

logcos/S' = 9.9731554 

bei welcher Berechnung ich mich der Reihe des Art. 25 bedient habe. 
Die Gleichungen des Art. 22 geben nun 

(p' = 67M6' 21 ",24 ; log sin ßo = 9.9457887 

log cos /?o = 9.6721254 
log/i = 7.1157020 

Der Bogen J2' wurde hier nicht berechnet, weil es bei kleinen Werthen 
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von « zweckmässiger ist die ReihenentwickeluDg des Dreiecks des Art. 
S7 anzuwenden. 

Die Gleichungen des Art. 24 gaben hierauf 

logv = 3.8586171 ; log;( » 3.8586308,8 
Z = 2« 0' 21 '.558 ; z/© =s + 1 1 ',3445 

Wendet man nun zur weiteren Berechnung die Ausdrücke des Art. 31 
an, so findet man 



log Ot = 3.5576008,8 ; 
^ log := 3.5575343,3 ; 

logT= 1.738328; 
loguo ^ 3.5798259 ; 
log 0) s 3.579821 1 ; 
(»s= 1« 3'20",328; 
/f SB 18 11 53,236; 
und hieraus 

A= 1«3'8",983 ; 

womit die Aufgabe gelöst ist. 



log 1^0» 3.7961614.8 
log tj » 3.7962058,3 
j? = 1»44'14',690 
T s 54,743 

\o^r»— 3.0744697 
log ^^ s 3.0744427 
y^ 19'46',978 
«• = 29" 39 18,279 

BT =z 18M5'18",417 



38. 

Um auch den speciellen Fall des Art. 33 durch ein Beispiel zu er- 
läutern seien gegeben : 

B' s 59» 55' ; «' = 5<'34'56M2 ; o = 210 50'33",91 

Hiemit wird zuerst 

^ s 59« 50' OM 89 ; log sin ßf ^ 9.9367990 

logcos/?' = 9.7011501 

Die Ausdrücke (33) gaben hierauf 

«' s 4« 49' 48",333 ; f =: 2« 48' 6',667 

»'= 7 5,495- 

Ferner die (34) 

log^Ä 7.2227682 

Durch die bez. Ausdrücke des Art. 23 wurde hieraufgefunden 

log K = 7.2244031 



woraus sich 



S« 21<»ö2'4o",8l7 
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ergab. Durch die Ausdrücke des Art. 23 erhielt ich ferner 
logBi = 2.53720 ; log C, = 8.8568 
log E = — 0.00036 ; log £' = 9.7596 

worauf die Ausdrücke (36) und 37) 

x= + 17", 974 ; ^ö) = + 12'\856 

gaben. Es wird folglich 

Z = 2i«52'27",843 

wodurch alles gegeben ist, welches für die Ausdrücke (38) erforderlich 
ist. Diese geben hierauf 

a" = 3« 33' 27",42 ; / = 2M 1' 35",471 

n" = 3 13,113 
woraus man 

ß[' = 38« 1'24",728 

A = 2 38 0,006 

r = 38 7 0,000 

erhalt, womit die Aufgabe gelöst ist. Die zu Grunde gelegte Polhöhe ist 
die von Christiania in Norwegen , und die Länge und Polhöhe des Re- 
sultats ist die von Palermo, in welchen Bögen jedoch die Secunden 
weggelassen wurden. Es wird sich weiter unten zeigen , wie die hier 
als gegeben betrachteten Stücke a und s erlangt worden sind. 



39. 

Von dem speciellen Falle des Art. 34 wird es wohl nicht nöthig 
sein ein Beispiel zu geben , da er so einfach ist. Dagegen sollen von 
dem im Art. 35 erörterten Falle zwei Beispiele hier eingeschaltet wer- 
den. Sei erstens auf irgend einem Meridiane 

B' = — 64<> 45' 2',59 

die Polhöhe des Punktes, von welchem aus in senkrechter Richtung die 

geodätische Linie 

a= 52^28'49",75 

gezogen, und die Lage des Endpunkts dieser bestimmt werden sollen. 
Da ß^ jedenfalls gebraucht wird , so kann man diesen Bogen zuerst be- 
rechnen. Man findet 

/S' = — 64» 40' 35",84 ; log sin /?' = 9.9561242» 

log cos /J' = 9.631 1ö64 

Abbaudl. d. K. 8. (Ji^HflUch. d. Wiisenscb. XIII. i 
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Man findet nun ferner durch die Gleichung (40) 

log^ = 7.1363178 
und hierauf durch die bez. Ausdrücke des' Art. 23 

log ff = 7.1379202 ; logÄ, = 2.i507422 

log C, := 8.6839 

logE = — 0.0002975 ; logF = 9.6731 
worauf 

S = 52« 35' 3",87 

wird. Die Gleichung (41) giebt hierauf 

a; = -I- 2' 16".30 . also % = 52« 32' 47''.57 

und die (42) 

^« = + 4'30M9 

Wure a ein kleiner Bogen , so würde man sich stall der im Vorbeige- 
henden angezogenen Ausdrücke der (43) bedient haben. 
Ans den (44) folgt nun 

«• = 1 49« 1 2' 5",95 ; JZ" = 7 1 « 56' 30'. 1 8 
log sin /?" = 9.74011 12n 
log cos /J" = 9.9218811 

und hieraus ohne von /f Kenntniss zu nehmen 

ß" = — 33« 25' 59",98 
A = 71 46 59,99 

womit die Aufgabe gelöst ist. Sei zweitens : 

ir = + 64« 26' 46",61 

der Punkt irgend eines Meridians von welchem aus senkrecht die geo- 
dätische Linie 

<T= 127»16'27",86 

gezogen werden soll, nach deren Endpunkt gefragt wird. Da die Rech- 
nung genau eben so geführt worden ist, wie im vorigen Beispiel, so 
darf ich mich begnügen die erhaltenen Stücke ohne weitere Erklärung 
der Reihe nach anzuführen, 

ß! =s 64« 22' 17",56 ; log sin ^ s= 9.9550225 

log cos /J' SB 9.6360198 
log /f = 7.1341203 

logÄ" == 7.1357212 ; logÄ, « 2.4485449 

log C, = 8.6795 
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log £: = — 0.0002960 ; log E' = 9.6709 

S= 127«3r38",34; x= — 2'15",7G 

X= 127 33 54,10 ; J(o = + 11 3,64 

a = 31 10 58,58 ; Jl" = 108« 24 3,64 

A=108 13 0,00; jr=— 33 26 0,00 

Man siebt sogleich aus den Resultaten dieser beiden Beispiele, dass 
auch sie vorbereitet sind , denn die Polböhe der Endpunkte der beiden 
angenommenen geodätischen Linien ist dieselbe, und die Summe der 
Längenunterschiede der Endpunkte vom ersten Meridian ist 1 80^ Die 
Polhöhe — 33^26' ist mit Weglassung der Secunden die von Santiago 
in Chili, und der Längenunterschied 108M3' ist, ebenfalls mit Weg- 
lassung der Secunden , der zwischen Santiago und Moskau. Legt man 
also auf dem Meridian von Moskau, und zwar auf der Hälfte desselben, 
von Pol zu Pol gerechnet, wo Moskau liegt, unter der Polhöbe von 
64^26' 46\61 eine sich nach Westen erstreckende, senkrechte geodäti- 
sche Linie an, deren Länge in Theilen des Erdäquators 127öl6'27",86 
beträgt, so liegt der Endpunkt dieser in Santiago, und trifft diesen Punkt 
unter dem Azimulh 211M0'58\58 von Süden nach Westen gezählt. 
Legt man dagegen auch auf dem Meridian . von Moskau , aber auf der 
Hälfte desselben, wo Moskau nicht liegt, unter der Polhöhe von 
— 64^^45' 2",59 eine sich nach Osten erstreckende, senkrechte geodäti- 
sche Linie an, deren Länge in Theilen des Erdäquators 52^28' 49",75 
beträgt, so liegt der Endpunkt derselben auch in Santiago, und trifft 
diesen Punkt unter dem Azimuth 329^1 2' 5\95, welches aber jetzt von 
Sttden nach Osten gezählt werden muss. 

Das Verfahren, wodurch diese beiden Beispiele vorbereitet worden 
sind, wird sich weiter unten bei der Auflösung der entgegengesetzten 
Aufgabe ergeben. 



Zweiter Abschnitt. 

40. 

Es soll jetzt eine Aufgabe gelöst werden, die in gewisser Bezie- 
hung das Entgegengesetzte der im vorigen Abschnitte gelösten bildet, 
und in der practischen Geodäsie vielfache Anwendung findet. Diese 

Aufgabe besteht darin : aus der gegebenen geographischen Lage irgend 

4* 
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zweier Punkte auf dem Erdellipsoid die geodätische Linie, die zwischen 
diesen Punkten statt findet, nebst deren Azimuthen zu finden. 

Betrachtet man diese Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit, so 
kann sie strenge genommen nur auf indirecte Weise gelöst werden, und 
nur für den Fall, in welchem die zu bestimmende geodätische Linie 
so klein ist , dass sie als eine kleine Grösse erster Ordnung betrachtet 
werden kann, lässt sich eine directe Auflösung durch Reihenentwicke- 
lungen herstellen. Ich gebe in diesem Abschnitte nicht nur eine solche, 
auf kleine Werthe von s beschränkte, sondern auch eine allgemeine Auf- 
lösung , die für jeden Werth von 8 angewandt werden kann , und die 
Eigenschaft besitz! , dass sie gemeiniglich schon in der ersten Annähe- 
rung die gesuchten Grössen auf Hunderltheile der Secunde genau giebt, 
und daher ein directes Verfahren bildet. Wenn in einzelnen Fällen das 
Resultat der ersten Annliherung nicht so genau wird, so ist jedenfalls 
der übrig geblichene Fehler sehr klein , und kann durch die einfachen 
DifTerentialformeln , die ich zugleich angebe, mit aller wttnschenswer- 
Ihen Genauigkeit berichtigt werden*). 

Das Mittel, wodurch ich diese Auflösung erlangt habe, besteht in 
der Einführung der astronomischen Azimuthe als Hülfsgrössen, statt der 
geodätischen. Es ist bekannt, dass die auf den Dreieckspunkten, oder 
Stationen, durch Messungen mit dem Theodoliten, oder irgend einem 
anderen, dazu dienlichen, Instrumente erlangten Winkel nicht die Win- 
kel sind, die die vom Stalionspunkt nach den eingestellten Punkten ge- 
zogenen geodätischen Linien mit einander bilden , also auch nicht die 
Azimuthe der geodätischen Linien , wenn der eine eingestellte Punkt im 
Meridian des Beobachtungsortes liegt. Das Azimuth, welches man durch 
die Beobachtungen, oder Winkelmessungen, unmittelbar bekommt, und 
welches ich das astronomische Azimuth nennen will , ist der Winkel, 
den eine durch die Normale des Beobachtungsortes und den eingestell- 
ten Punkt gelegte Ebene mit dem Meridian macht, und von dem Azi- 
muth der geodätischen Linie , welches ich zur Unterscheidung das geo- 
dätische Azimuth nennen will, verschieden. Wenn die geodätische Linie 
kurz ist, dann ist der Unterschied zwischen dem geodätischen und dem 



*) Puissant hat in seinem Traite de Geodesie diese Aufgabe für sehr kleine 
Werthe von s gelöst, seine Auflösung ist aber ganz verschieden von der, welche hier 
gegeben werden wird. 
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astronomischen Azimuth zwar sehr klein, aber wenn jene Linie lang ist, 
dann kann er betrachtlich werden. Man wird aus den hier angehängten 
Beispielen sehen, dass er unter Umständen eine Anzahl von Minuten be- 
tragen kann. Man hat zu verschiedenen Zeiten den Versuch gemacht 
das astronomische Azimuth und den auf dem Ellipsoid in der oben er- 
klärten Ebene liegenden elliptischen Bogen statt des geodätischen Azi- 
muths und der geodätischen Linie in die Geodäsie einzuführen, früher 
bat es Da^^jour gethan, und in neuerer Zeit sind diese Grössen bei 
der englischen Ordnance Survey angewandt worden, und der Staats- 
ralh Andrae hat darüber Abhandlungen geschrieben. Aber dieses Ver- 
fahren kann nicht empfohlen werden, da es abgesehen von anderen 
Dabeiständen zu einer Duplicität in den Dreiecken und ihren Bestand- 
theilen führt; überdiess werden bei gleichen Graden der Genauigkeit 
die sich auf die geodätischen Linien und Azimuthe beziehenden Formeln 
einfacher wie jene. 

Denkt man sich ausser dem einen Pole des Ellipsoids irgend zwei 
auf demselben liegende Punkte A und £, sieht man die Polhöhe von 
i, das astronomische Azimuth von B im Punkte A, und den ellipti- 
schen Bogen zwischen A und B als gegeben an, und berechnet hier- 
aus den Winkel in £ , so ist dieser weder das astronomische noch das 
geodätische Azimuth von AinB, sondern ein anderer Winkel. Sieht 
man umgekehrt das astronomische Azimuth von A in £ als gegeben an, 
so bekommt man in A einen Winkel , welcher weder das astronomische 
noch das geodätische Azimuth von £ in A ist. Auch die elliptischen 
Bögen zwischen A uiid By von welchen der eine dem astronomischen 
Azimuth in A, und der andere dem in B entspricht, sind von einander 
verschieden. Betrachtet man ein allgemeines Dreieck auf dem Ellipsoid, 
von welchem keine Ecke in einem der beiden Pole liegt, so vervielfältigt 
sich diese Dupplicilät. Man wird also bei der Einführung der astrono- 
mischen Azimuthe statt der geodätischen in die Geodäsie auf Zweideu- 
tigkeiten gerathen, während durch die Anwendung des geodätischen 
Azimuths und der geodätischen Linie diese durchaus nicht slattfinden. 
Die Anwendung der letzteren ist auch schon dadurch wissenschaftlich 
geboten, dass sich die sphäroidische Trigonometrie an die sphärische und 
die ebene vollständig anschliesst, in welchen die Seiten der Figuren, die 
man betrachtet, auch kürzeste Linien auf der Kugel und der Ebene sind. 
Bei grösseren Dreiecken treten die genannten Uebelstände selbstver- 
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stündlich mehr hervor wie bei kleinen^), aber auch bei diesen verhält 
es sich je nach der Lage derselben auf dem Ellipsoid anders. Es kommt 
hiebei auf den Werth der Azimulhe an, und wenn bei einer kleinen geo- 
dätischen, gegebenen Linie in einem gewissen Falle die durch Hülfe der 
astronomischen Azimuthe geführte Rechnung von der mit geodätischen 
geführten im Resultat nur sehr wenig abweicht, so lässt sich daraus 
nicht schliessen. dass dieses in jedem Falle bei Zugrundelegung einer 
geodätischen Linie derselben Länge statt finden wird. Die astronomi- 
schen Azimuthe fallen nemlich bei 0, 1 80^ und nahe 90^ S70<^ mit den 
geodätischen zusammen , und die grössten Unterschiede finden celeris 
paribus in den Octanten statt. Ein Beispiel daher mit kleinem Azimuth auf 
beide Arten berechnet, muss grössere Uebereinstimmung zeigen, wie 
der Fall sein würde, wenn das Azimuth einem Octanten nahe gleich wäre. 

Es werden in diesem Abschnitte, wie schon oben erwähnt die 
astronomischen Azimuthe, die man durch endliche Ausdrücke berechnen 
kann, nur als Hülfsgrössen angewandt, und vor dem Ende der Rechnung 
in die geodätischen umgewandelt. 

Unter den Nebenaufgaben die in diesem Abschnitt gelöst werden 
nenne ich hier die : Von einem gegebenen Punkt der Erdoberfläche aus 
eine geodätische Linie so auf einen gegebenen Meridian zu ziehen, dass 
sie diesen rechtwinklich schneidet. Auch diese Aufgabe wird unbe- 
schränkt so gelöst, dass in der Regel die erste Annäherung schon ein 
genaues Resultat giebt. Schliesslich mache ich darauf aufmerksam, dass 
man durch die Verbindung der hier behandelten Aufgabe mit der des 
vorhergehenden Abschnittes eine Anzahl von Aufgaben der sphäroidi- 
sehen Trigonometrie lösen kann, und führe den Fall aus, wo in einem 
allgemeinen sphäroidischen Dreieck zwei Seiten mit dem zwischen lie- 
genden Winkel , nebst der Lage desselben auf dem Ellipsoid gegeben 
sind. 

41. 

Wir wollen jetzt als Vorbereitung zur Auflösung unserer Aufgabe 
die astronomischen Azimuthe einer besondorn Betrachtung unterwerfen, 



*} Man wird aus den dieser Abhandlung hinzugefügten Beispielen sehen, dass 
für die geodätische Linie zwischen Orsk und Valeutia die Unterschiede zwischen den 
geodUiischen und den astronomischen Azimuthen auf \ \" steigen, und dass sie für die 
geodätische Linie zwischen Moskau und Santiago sogar auf \0% Minuten gehen. 
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und die Relationen ableiten, in welchen sie zu anderen, bekannten oder 
unbekannten, Grössen stehen. 

Um diese Relationen zu erhalten wollen wir zuerst durch die Nor- 
male irgend eines Punkts (A) auf dem Erdellipsoid eine Ebene legen, 
die zugleich durch irgend einen anderen Punkt [B) derselben Oberfläche 
geht. Man kann den Punkt (A) als Beobachtungsort, und den Punkt {B) 
als einen in dem, im Punkt (A) aufgestellten, Winkelmessinstrumeut 
eingestellten Dreieckspunkt betrachten. Bezeichnet man die Polhöhe des 
Punkts (A) mit B\ und legt von den recht winklichen Coordinaten x, y, z 
die Ebene der Achsen der xz, von welchen die der x im Aequator, und 
die der z wieder in der Umdrehungsachse des Erdellipsoids liegen soll, 
durch den Meridian von (A), so sind die Gleichungen der Normale am 

Punkt (A) 

a: sin /?' — zY^i — ^ . cos ^ = ae^ sin ^ cos ^ 

y = o 

wenn wieder ß^ die zur Polhöhe B' gehörige reducirte Breite bedeutet. 

Die reducirte Breite des Punkts {B) sei /?", und A dessen Längen- 
unterschied vom Punkt (A), dann sind die Coordinaten von {B) 

X = acos/?"cosA ; y = acos/J"sinA ; z = aYi — e^ gjj^^' 

Stellt man nun die Gleichung der Ebene, die sowohl den eben aufge- 
stellten Gleichungen der Normale, wie den letztgenannten Coordinaten 
gntigt, unter der Form 

Ax + By + Cz=z D 

auf, und berücksichtigt zuerst die Gleichungen der Normale, so wird 

A == £ sin /?' 
C = EVV'^^ . cos ßT 
D = Eae^ sin ^ cos ßf 

wo E ein willkührlicher Factor ist. Substituirt man hierauf sowohl diese 
Werlhe wie die Ausdrücke der Coordinaten des Punkts (fi), so ergiebt 
sich die Gleichung 

B cos jf sin k 
= £^{(1 — e2)cos/?'sin/?" — sin,'?'cos/?"cosA-l- e^sinß'cosß^] 
und bestimmt man jetzt E so, dass die Coefficienten A, B, C,D von 
Nennern befreit werden, durch welche Bedingung man £ = cos/f sinA 
erhält, so werden 
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A =ss sin/?'cos/9"s]DA 

B = (1 — e^cos/S'sin/^' — sin/?' cos/?" cos A -I- c^sin/J'cos/J' 

C= — Vi — e^ . cos /S' cos /?" sin A 

Z> s= oc^ sin/?' cos /S' cos/?" sin A 

die, wenn sie in die Gleichung der Ebene 

Ax + By + Cz = D 
substituirt werden, diese völlig bestimmen. 



42. 

Die beiden Ebenen der Meridiane von {A) und [B) nebst der drit- 
ten, eben bestimmten Ebene bilden einen körperlichen Winkel, und legt 
man darüber eine Kugeloberfläche von beliebigem Halbmesser, die ihren 
Mittelpunkt im Scheitel des körperlichen Winkels hat, so bekommt man 
ein sphärisches Dreieck, in welchem der Winkel zwischen den beiden 
Kreisbögen, oder Dreieckseiten , die die beiden Meridiane darstellen, A, 
der Winkel zwischen dem Meridian von (A) und der dritten Ebene, oder 
den Dreieckseiten , die diese darstellen , i 80®— oo', wenn oq' das astro- 
nomische Azimuth des Punkts {B) von (A) aus bedeutet , und die zwi- 
schen diesen beiden Winkeln liegende Seite 90® — ff sind. Der dritte 
Winkel dieses Dreiecks soll mit / und die beiden anderen Seiten sollen 
mit xo und 90® — /'bezeichnet werden, dergestalt, dass den Winkeln 

k , 1 80®— oo' , y bez. die Seiten 
Xo , 90®— r , 90®— fi' 

gegenüber liegen. Die sphärische Trigonometrie giebt daher 



(45) 



sin xa sin ad = cos /'sin X 

sin Xo cosoo' = — cos jy sin r+ sin ff cos Fcos k 

sin Xo sin y = cos ff sin k 

sin Xo cos y = sin ff cos F — cos ff sin JTcos k 

cosxo = sin B' sin F + cos ff cos /'cos k 



für welche noch der Ausdruck fllr F zu ermitteln ist. In Bezug darauf 
ist zu bemerken, dass die Seite 90® — F in der Ebene des Meridians 
von (B) liegt, und dem Winkel gleich ist, den die Durchschnittslinie 
zwischen der Ebene dieses Meridians und der dritten, im vor. Art. be- 
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stimmten , Ebene mit der Achse der % macht. Man findet leicht , dass 
die Gleichung der Ebene dieses Meridians 

a? sin A — y cos Ä = 
ist, und diese nebst der Gleichung 

Ajj 4- Äy -f- Cz = fl 

sind also die Gleichungen der eben genannten Durchschnittslinie, die 
man leicht auf die folgende Form bringen kann, 

a;(AcosA-f-£sinA) -f- 2;Ccosil =s DcosA 
y(AcosA-l-£sinA) -f- 2;Csin A =Z)sinA 

Die analytische Geometrie zeigt aber, dass wenn 

ax -^^ h% '=> k 
ay + cz SS l 

die Gleichungen irgend einer Graden sind, die mit der Achse der z den 
Winkel 6 macht, man 

cos Ö = + ^ ^ , 

hat. Die Substitution der vorstehenden Gleichungen giebt daher 

• p Äcosk-^ Bsinl 

y {i4cosX + B8inA)»+ C» 

oder durch Hülfe der Ausdrücke von A, B, C, des vor. Art. 

smr=l(l^niii.sin//+:^.sin/?') . . (46) 
wenn zar Abkürzung 

/)» = cos Y + (Vi^^ . sin/J'. + T7=s>n /?')' • (47) 
gesetzt wird. Es folgt hieraus 

cosrÄjCos/J" (48) 

tgr=(>a:=ii+-p^.|j|:)tg/r ...(49) 

Aus den Gleichungen (45) verbunden mit der (49) lasst sich nun oo', y, Xo 
berechnen, wenn /?', //, X gegeben sind. Das im Art. 27 betrachtete 
Dreieck giebt ausserdem 

sin X sin a =3 cos /^' sin cd 

sin;KCOSa' = — cos/J'sin|ff"-|-sin/J'cos/?^cos(ö 

sin X sin a = cos /?' sin o i (50) 

sin X cos a = sin /? cos ^' — cos ß^ sin ßf cos « 

cos X sss sin /J' sin // + cos /?* cos/?" cos w 
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die den (45) vollkommen ähnlich sind. Verbindet man nun die (50) mit 
(Ion vorhergehenden Gleichungen, so kann man die Unterschiede d — oo', 
«"— y, X — X^ ermitteln. 

Ich bemerke hiezu, dass die Gleichungen (45) in Verbindung mit 
den (46), (47), (48) zu erkennen geben, dass der Winkel y nicht das 
astronomische Azimuth des Punkts (A) vom Punkt [B) aus ist. Denn hieitir 
mUsslen die Gleichungen (45) Tür a^ in die für f übergehen, wenn man 
darin ^ und /f mit einander vertauscht, und dass dieses nicht der Fall 
ist, lehrt der Augenschein. Ebenso bekommt die Seite ^o verschiedene 
Werthe, je nachdem man sie aus den unveränderten (45), oder aus den- 
selben nach der Vertaaschung von ß und ^ mit einander berechnet. 
Das hier betrachtete Dreieck, von welchem zwei Seiten Meridianbögen 
sind , bekommt also verschiedene Seiten und Winkel, je nachdem man 
von dem astronomischen Azimuth am einen oder anderen Eckpunkt aus- 
geht ; nur der Winkel A bleibt in diesen beiden Fallen derselbe. Wenn 
nun in einem auf dem Erdellipsoid betrachteten Dreieck keine Seite 
mit einem Meridian zusammen fällt, so müssen in diesem alle Seiten und 
Winkel verschieden ausfallen, je nachdem man das eine oder das andere 
astronomische Azimuth an dessen Eckpunkten zu Grunde legt. 



43. 

Durch Hülfe der eben entwickelten Gleichungen kann man die Unter- 
schiede «o' — «', Y — a", Xn — X in unendliche Reihen entwickeln, die nach 
den graden und positiven Potenzen von e fortschreiten. Sei zu dem Ende 

dann wird zuerst 

sin ß' = sin /J' -I- c cos/S' — y c^ sin /?'+.. . 

cosF = cos/?' — csin /J' — ^c^cosßi + . . . 

sin r = sin // + fcos /f — i-/^ sin /?"+.. . 

cosT = cos/f — /'sin /f — -ipcos// -I- . . . 
sin A = sin (0 — J(o cos « — y JaP^ sin od + . . . 

cos A = cos CO + /JvD sin to — yz^w^cos « + . . . 
Substiluirl man diese Ausdrücke in die beiden ersten (45), und bleibt 
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bei den ersten Potenzen von c, f, Jio stehen, welches für unsern Zweck 
ausreicht, so bekommt man mit Zuziehung der (50) 

sinjfosinoo' = sin ;f sin« — /*sin/f sine» — z/ocos/S^cosw 
sin Xis cos oo' = sin % cos a' -I- c cos ;f — /*( cos /? cos /S^ -I- sin /^ sin /?" cos w) 

H- ^wsin /J'cos/fsin w 

und multiphcirt man die erste dieser mit cosa, die zweite mit — sina, 
und addirt, so ergiebt sich leicht, wenn man erwägt, dass das Dreieck 
des Art. 27 auch 

sin a mi^ ^ss, — cos a sin w + sin d cos « sin /? 
cos d = cos d cos (0 H- sin d sin to sin ß^ 

giebt, und dass man jetzt sin;f statt sin;fo, und oo' — d statt sin(ao' — d) 
setzen darf, 

r r . icosy . i»8ina" ^ cos ä" cos a" 

«0 — a s= — c sin a -~^ + / -; ^(o — ^ 

" sin/ ' sin/ sin/ 

Die Anwendung desselben Verfahrens auf die dritte und vierte der (45), 
oder die blose Vertauschung von c mit /*, ß^ und d mit ß^ und a", «o' 
und «' mit 180® — y und 180® — d in der vorstehenden Gleichung giebt 
ausserdem 

n sina . /. . IT cos y v cos ä' cos o' 

y — a =s — c- — + fsma-^-^ — ^fm — -. 

' sm/ ^^ I " sin/ sin/ 

Substituirt man femer die obigen Ausdrucke in die letzte (45), so 
ergiebt sich durch Hülfe der (50) 

cos;ifo = cos;if — csinj^cosa -I- /'sin;fCOsa'' + /^(»sin;ifC0S/J^8ina 

oder da man hier cos;fo — cos;f = (;f — ;(«)sin;f setzen darf, 

X — ;ito = — ccos d + fcos d + ^w cos /J' sin d 

wo nur noch die Ausdrücke für c, /*, ^co zu substituiren sind. 

44. 

Wenn man die mit e^ multiplicirten Glieder mit aufnimmt, so be- 
kommt man leicht aus der Reihe für B des Art. 25, und der Gleichung 

c = Y^^*°/'^^^s/*'"*"T^(s'^/^^^s/^+2sin/J'cos^/S') 
Um den Ausdruck für /*zu erhalten giebt die (49) 
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und selzt man 

SO bekommt man hieraus auf ähnliche Weise wie im Art. 28 

^^^) *8/ — 4 + i8iny 

und nach der Entwickelung 

fss t sin// cos /f — Psiny'cos/f 
oder nach der Substitution des Werthes von i, 

+ e^ jsin/?' sin/S'' (sin//— sin/J'j + YßiQ/^— jsin/f—y sin y'jc^^ 

Endlich geben die Gleichungen (1 5) und (20) nach der Substitution der 
Werthe der in der letzteren eingeführten Hülfsgrössen, 

^«sss Y C^jucos/Zsina 

-I- ~ e* { ;f cos /J'sin « + x cos '/J'sin V 

— (siny — cos*//cosV)cos/S^sin a'sin;f cos;f-l-2sin/J'cos^/S'sin a cos a'sin*^} 

Sub:^tituirt man diese Ausdrücke von c, /*, Jto in die des vor. Art., und 
nimmt dabei nur auf die mit f? multiplicirten Glieder Rücksicht, so er- 
giebt sich nach einer leichten Reduction 

ao' = « -I- Y^^cos/Zsina jcos/J'cosa (l — j^^-|-sin/J'(2tgyZ— z) j 
Y^s^a — YC^cos/S'sinaxcos/S'cosaYjj^ cos;fW2sin/S' ;j- 



(52) 



COS —-y 



Xü^=^X — T^^ }sin;f COS % + cos ^//sin V {x — sin ;f cos;f) 

+ 4sin//cos/?'cosa''sin^-j-;f | 

Diese Ausdrücke gelten für jeden beliebigen Werth von x^ sieht man 
aber x ^1^ ^i"^ kleine Grösse erster Ordnung an, und entwickelt bis auf 
Grössen sechsler Ordnung, so vereinfachen sie sich und gehen über in 

«0 = a + -j- c2;f2cos^/?'6ina'cosa -I- ^ e^jf'sin/J'cos/?' sin a 
y = a" — y c2;f^cos ^/Z sin a cos a — y e^j^sm ß cos §1 sin d 
Xo = ;it — yC^X" Y^^^^^''^^'^^^/^'^^®"''"*'T^^^(^ — cos^sinV) 



(53) 
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45. 

Die beiden für ao' uod y eben erhaltenen Ausdrücke sind für unse- 
ren Zweck hinreichend genau, aber mit dem für x^ verhliU es sich nicht 
so, da in demselben das mit e^x multiphcirte Gh'ed fünfter Ordnung noch 
fehlt. Dieses soll jetzt entwickelt werden. 

Setzt man die vollständigen Ausdrücke des Art. 43 für sinfi\ cos£', 
etc. in die letzte Gleichung (45), so ergiebl sich 

Ot — ;fo)sinY(;f+;fo) = — csin;fCosa-l-/*sin;fCOSa''H-^(i)siu;fCOS/J'sina 

— T (c^-*-/^)cos;f-l-c/*{sin a sina"+cos acosa^cos^} 

— C/^cosin^sin/S^sin« — /!^G)sin;fsin/S"sina' 

— Y JiiP' jcosx — sin/S'sin/?" } 
indeuQ das Dreieck des Art. S7 auch 

cos ^ cos /?" + sin /?* sin /?" cos co := 
sin a sin a + cos a cos a cos % 

giebl. Es ist ferner y (z+Zo) = ^f "~ T (^~/o) » ^"^ daher 

4 ^ ^ COS/ / ^^ V 

I 4 COS y ' . 4 i» cosy ^ ^ « . 4 v cosy _ /y • / 

= ^-T^ Si^^os«+T/^^^^s« +y ^(o^cos/J'sma 
Multiplicirjl man daher die vorstehende Gleichung Seite für Seite mit 
dieser, so bekommt man 

jf — ;{o = — c cos a'-f- /*cos a"-f--^cö cos /?'sin «' 

Mit Uebergehung der höheren Potenzen von % erhält man aus der letz- 
ten Gleichung (28) 

%\Xif = sin/?* — ;fCOS/S'cosa' — Y;r^sin/?' 

eliminirt man hiemit sin/^ und sin^/?'' aus dem Ausdruck für /*des vor. 
Art., und bleibt in den mit e^ multiplicirten Gliedern bei der ersten Po- 
tenz von % stehen, so erhält man 
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/' = YC^|sin/y+xcos/?'cosa'H-Y;f^sin/y|cos/y" , 

+ y^{3sin/S'— Ssin^H-jfCOS/J'cosa — 2;fsin2^cos/S'cosa}cos/f 

Der Ausdruck für z^c» giebt, wenn y^ übergangen wird, 
Jtü ssz Ye^cos/J'sina' + y^;fCOS^/^sina 
Der Ausdruck von c bleibt unverändert 

c = ye2sin/?'cos/?'H-ye^(sin/?'cos/?'H-2sin/?'cos'/?') 
Aus diesen Ausdrücken ergiebt sich 

c^ =4-e*sinycosy 

c/*= y e* (sin^/J'cos/J'+xsin/S'cos^/S'cosa + Y^^'n^/J'cos/S' jcos/^ 
cJw = -j e^x siö /^cos ^ sin a 

P = y e4{siny+ 2;f sin/S'cos/J'cosa -f- f sin^-f- jf^cos^cos V| cos^/J" 
fJ(jo = -J-c* |;f sin/S'cos/S'sin a -I- ;f^cos^/?' sin a cos« } cos// 

Substituirt man diese Ausdrücke in den obigen Ausdruck flir x — Xo« 
und nimmt dabei nur auf die mit e^ multiplicirten Glieder Rücksicht, so 
erhält man 

y c^ I — (sin /5'cos z?' + 2 sin ^cos ^ß! ) cos a 

-I- (3 sin ^ — 2 sin^/?'-!- % cos /?'c08 «'— 2;f sin^ cos /J'cos « )cos /S^cos a 
-|-;fCOS^/J'sinV 

^ sin y cos y sin V 



,^*i^ 



(sin ^/J' cos ßs\n a'+x ß'^ Z*' cos ^/?'sin «' cos a' 



Y X^ sin y cos /S' sin a ) cos /?" sin a 



— 2 sin /S' cos ^/J' sin V cos /?" cos a" 

^(sin2/j'-|-2xsin/?'cos/S'cosa'+;f^siny 



+ f cos ^I3f cos 2«') cos Y sin V 
-I- 2(sin /?' cos ^/S* sin a'cos a'+x cos ^sin a cos *^a) cos // sin a 
— X cos y sin V cos « cos (Sf' cos a" J 
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Eliminirt man hierauf /S* und a durch die Gleichungen 
cos ^ sin a = cos ^ sin d 
cos/?" cos a" = cos/?' cos« +xsin/?' 

so zieht er sich in -g-e*;f zusammen. Es wird daher bis auf Grössen 
sechster Ordnung vollständig 

+ ycV(< — cos^sinV) 

Man kann hieraus leicht den Ausdruck von % durch %^ erhalten, zu wel- 
chem Ende blos x = Xo + 4'^^^o ^" substituiren ist. Hiemit wird 

Z = ;fo H- |e^(l-f-|e2);f„ + 4-e2/o'sin/S'cos/?^cosa- (55) 

— T^^3fo^(^— ^^^ysinV) 
die uns weiter unten nützlich sein wird. 



46. 

Um das gegenwärtige Thema vollständig auszuführen ist noch er- 
forderlich, dass der Ausdruck des in der Ebene von Xo liegenden Bogens 
auf dem Ellipsoid ermittelt werde, der die Endpunkte (A) und iß) hat, 
die mit den Endpunkten der im Vorhergehenden betrachteten geodä- 
tischen Linie identificirt werden sollen ; dieses soll jetzt vorgenommen 
werden. 

Nehmen wir die im Art. 41 eingeführte Ebene vor, deren Gleichung 
Ax + % + Cz = ß 
ist. Die Elimination von Ä' und F durch die Gleichungen 



sin ß = , ^y ,^ ; cosÄ' = ^^|£^^ 

nebst den (46) und (48) verwandelt die beiden ersten (45) in 
p sin Xo sin a^ = cos ^ sin X 

Pi — (4 — e*) cos ^'sin /J"+ sin /J'cos ß" cos 2 — e* sXnßf cm Bf 
sm Xq cos «0 = — ^^ ■ — - — r .• -^ — - 

hiemit gehen die Ausdrücke von A, B, etc. des Art. 41 in die folgen- 
den über. 
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A = p sin Xo sin «o' sin ß^ 
B =iz _ p sin ;fo cos a^' Y\ — e^ cos y 
C = — p sin ;fo sin «o' K^ — «^ • cos ßl 
Z> = p sin XoSio «o' • ^^ sio /f cos ^ 
und die Gleichung der Ebene wird 



j; sin /?' sin ao' —y "j/l— c^cos^/? . cos«©' — « y^,1 — c^ . cos /J' sin o«' 

sss oe^ sin /J" cos ß! sin ao' 

Dreht man hierauf die Achsen der x und y um den Winkel A in ent- 
gegengesetzter Richtung der wachsenden Längen, und nennt die neuen 
Coordinaten o^ und y , so wird 

0? =s a^ cos ^ + y' sin -^ 

y = — 0?' sin A + y' cos A 
und setzt man zugleich 

und substituirt diese Ausdrücke in die Gleichung der Ebene, so geht 
diese über in 



X (cos A sin ß sin «©' + sin AY\ — e^ cos ^/^ . cos ao' ) 
-I- if (sin -^ sin /S' sin a^ — cos-^ Kl — e^cos^ . cos oo' ) 
— zV \ — c* . cos/S^sinoo' = 
woraus hervorgeht, dass der Anfangspunkt der Coordinaten jetzt in un- 
serer Ebene liegt, während er immer noch in der Umdrehungsachse des 
Ellipsoids liegen bleibt. Er liegt jetzt im Scheitel des oben erklärten 
körperlichen Winkels. Setzt man hierauf in dieser Gleichung den Coef- 
(icienten von y\ nemlich 

sin ^sin/S'sin oo' — cos-^ Vi — e^cos^/J' . cos «©' = 

so wird bewirkt, dass unsere Ebene senkrecht auf der Ebene der xz 
steht. Es folgt hieraus 

(56) .... tg^^ ^'"^7^ colg«o' 

und die Gleichung der Ebene wird 

(57) i :=zx'\%ü 

wenn ausserdem 

(58) tgi; = — ^==i 
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gesetzt wird. Die Ebene der xz ist nun die Meridianebene des Ellip- 
soids, welche von unserer eingelegten Ebene rechtwinklich geschnitten 
wird, und die Lage dieser Meridianebene wird durch die Bögen A und 
V bestimnot. Es ergiebt sich leicht, dass ihr Längenunterschied von der 
Meridianebene des Punkts (-4) rückwärts gezählt A ist, und dass ihre 
Durchschnittslinie mit derselben Ebene mit der Ebene des Aequatons 
den Winkel V bildet« 



47. 
Die Einfuhrung der Goordinaten x^ y\ z in die Gleichung 

des Ellipsoids giebt 

Fuhrt man hierauf die Substitution 

a;' = f cos 17 — fsin ü 
z = ^sin U + £ cos U 

in die Gleichung (57) der Ebene ein, so erhält man ?=0, woraus her- 
vorgeht, dass die Goordinaten f und y in dieser Ebene liegen. Setzt 
man daher 

X SSL ^cosU ; y =z tj ; jr' = | sin 1/ 
in die Gleichung des Ellipsoids, so wird 

_a2 ^3^5 = 

die Gleichung der Ellipse , unter welcher unsere eingelegte Ebene das 
Ellipsoid schneidet. Man kann auf bekannte Weise diese Ellipse auf ihre 
Achsen hinfuhren , aber da dieses fUr den hier zu verfolgenden Zweck 
überflussig ist, so unterlasse ich es, und führe blos an, dass die grosse 
Achse dieser Ellipse immer in der Richtung der tj , die kleine Achse 
hingegen in der Richtung der £ liegt. Ihre Excentricität ist ferner immer 
kleiner, oder wenigstens nie grösser, wie die des Ellipsoids. 



AbbtDdl. d. K. S. GeMUseh. d. WUseotch. XIH. 
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48. 

Es soll nun der Bogen der eben erhaltenen Ellipse bestimmt wer- 
den , welcher sich auf dem Ellipsoid von dem Punkt {A) bis zum Punkt 
[B) erstreckt, und zu dem Ende führe ich die Polarcoordinaten r und 
durch die folgenden Gleichungen ein, 

f = r cos ö 

f] =s r sin 

Setzt man zur Abkürzung ausserdem 

A = i — e^ cos ^ü" 
ß = i — e2 

Co sin ß' sin U 
= ae^ ^ 

1) — ^g ^ ~ * ^* ■*■ ^* cos y 

so bekommt man für die Gleichung der Ellipse 

r2(ÄH-(A — Ä)cos2ö) — 2rCcosfl — D = 

Da nun die Differentialrechnung für jede ebene, stetige Linie, wenn S 
irgend einen unbestimmten Bogen derselben bezeichnet, 

und die Gleichung unserer Ellipse 

— — M cos ^ - C) - rB cos a - n 

de (r^cosö- C)cosö + r/>sin"ö 

giebt, so bekommt irgend ein unbestimmter Bogen der letzteren den 
Ausdruck 

S = frdß yMcQs^-^^) *-'"^f ^s in*^^ 

J [rAcose- Ocose-hrBsia'e 

Die Gleichung der Ellipse giebt 

— J^-*-Ccos^ 
^ B-h[A-B)cos*e 

wenn 

K= yÄfl+{(A-ß)/) + qcos2ö 

gesetzt wird. Man findet hieraus 

rAcose^ — L — ^^.(^.^j^^g.^ 

^D»:» /i jBATsinö + BCsinöcosd 

£ = {rA cos ö — C) cos Ö + rÄ sin ^ 
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hiemit, und da identisch 

A^cos^ö-f-Ä^sipSö = \B + {A—B)cos^^+ {A—B)Hiti^ecos^ 

ist, lässt sich der obige Ausdruck für S leicht auf die folgende Form 
bringen, 



S^JrdeY\ 



(Ä'(i4-ir)cosö-^C)*8ln*ö 



iC«{B+(il-fijcos«(9)» 

welche zur Anwendung geeigneter ist wie jene. Um die Integration 
auszufahren muss das Differential , wie man es auch umformen möchte, 
in eine unendliche Reihe aufgelöst werden, da die Rectification der 
Ellipse zu den unauflösbaren Aufgaben gehört. In der Reihenentwicke- 
lung des vorstehenden Ausdrucks reicht es aus, bei den Gliedern vierter 
Ordnung stehen zu bleiben, und hiedurch kürzt er sich scY^on wesent- 
lich ab. Die obigen Ausdrücke für A , B, etc. zeigen, dass A — B und C 
Grössen der zweiten Ordnung sind , und es ist daher die Grösse unter 
dem Wurzelzeichen im obigen Integral von der Eins nur um eine Grösse 
der vierten Ordnung verschieden. Berücksichtigt man diesen Umstand, 
so wird sogleich, bis auf Grössen sechster Ordnung genau, 



49. 

Die obigen Ausdrucke der GoefBcienten geben 

BD = a'(< — 2e* + e« cos ^/S') 
{A—B)D+(? = a'^{e''—e*cos^ßr)sinm 



woraus 



Jff = fl j 1 — e« + i- ei sin 't^cos *Ö 

sich ergiebt. Ferner wird 

Ccos Ö s=s a(e' -♦- y «*) sin /? sin t^cos 6 
B + {A^B)cos^ = i — ei+e^sinit/cos^ö 
{K{A-~B)co8 6^BCYsm^ = tfV{sin2^sin*t^~2sin/S'sin''rcos6 

+ (sin *ü-^ 2 sin */?' sin ^ü) cos ^ 
-h 2sin/?'sio'(7cos*e — sin*l^cos*6j 
und hieraus bekommt man leicht 
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S = ajdd [i—Ye^&in^ß^cos^ü+e^U + ^e^'^e^siüW] sin/ysinUcosfl 

— Yß^0 + e^cos2ü)sin2rcos2ö — i-c*sin<t^c'os*öj 
und nach der Ausführung der Integration 
S = aj[l— (|e2+|e^^sin2r— le^sin^/S'cos^t^+JJe^sin^t^jö 

+ e^^l + y e^—e^ sin W^ sin ^ sin Usin 

— Ye^(l + e2 — -fc^sin^t/^sin^r/sinae — jJgC^sin^r/siniöj 

+ const. 
in welchem Ausdruck noch die Grenzen zu berücksichtigen sind. 



50. 

Um die Grenzen zu bestimmen, innerhalb welcher in unserer AuP- 
gäbe das vorstehende Integral genommen werden muss, bemerke ich, 
dass die Gleichungen (56) und (58) , welche A und U bestimmen , auf 
die folgende Form gebracht werden können, 

^ö^ — sinB^ » ^^ — cos^ 

Hieraus giebt sich zu erkennen, dass 90^ — B' die Hypotenuse, und 
900 — U diQ eine Cathete, so wie «o' und ^ die beiden nicht rechtwink- 
lichen Winkel eines rechtwinklichen , sphärischen Dreiecks sind, in wel- 
chem A von den beiden genannten Seiten eingeschlossen ist. Es ist nun 
leicht einzusehen , dass die unbestimmt verlängerte zweite Cathete die- 
ses Dreiecks den Bogen 6 bildet, und dass die Ebene, in welcher die- 
ser liegt, auf der Oberfläche des Ellipsoids durch die beiden Punkte 
[A] und (B) geht, die den Anfangs- und den Endpunkt sowohl der jetzt 
betrachteten ebenen krummen Linie wie der im Vorhergehenden be- 
trachteten geodätischen Linie bilden. Bezeichnet man für den Punkt (A) 
diese Cathete mit 0', dann ist ihre Verlängerung bis zum Punkte {B) 
dem oben eingeführten Bogen Xo gleich, gleichwie oben der Unterschied 
zwischen y" und q>' dem Bogen x gleich war. Das Integral des vor. Art. 
muss daher 

von ö = e' bis Ö = ö' + Xo 

genommen werden, und hiemit wird es 
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S = öj[l — |c2(1 + e2)sin2t[ — ±e4sin2^cos2F+JJß*sin^r/]zo 
+ 2e2(l+Aß2_e2sin2f^^sin/S'sint/cos(ö'+|xo)siny;ro 

— y e2(l +e* — -c^sin^ü) sm2f^cos(2ö'+xo) sin;fo 

— :j^ c*sin 4ff cos (4e' + 2;fü) sin 2xo j 

Zur Bestimmung von f/ und O' giebt das oben erklärte Dreieck, ausser 
den schon angeführten Relationen, 

sin ü sin ff = cos B cos «o' 

sin l/^cos ö' = sin B 

cos (7 = cos B sin Oq' 

womit der gesuchte elliptische Bogen bis auf Grössen sechster Ordnung 
vollständig bestimmt ist. 



51. 

Die vorhergehenden Entwickelungen fassen die Auflösung unserer 
zweiten geodätischen Hauptaufgabe in sich, nemlich : 

»Wenn die astronomische Lage zweier Punkte auf dem Erdellip- 
»soid gegeben ist, die geodätische Linie zu finden, die diese Punkte 
»mit einander verbindet, so wie die Azimuthe der letzteren an diesen 
»beiden Endpunkten.« 

Wenn die geodätische Linie kurz ist, so ist die Auflösung, die das 
Vorhergehende giebt, direct, aber wenn die geodätische Linie lang ist, 
so wird sie strenge genommen iudirect, die erste Annäherung giebt je- 
doch schon ein so genaues Resultat, dass kaum eine Verbesserung übrig 
bleibt, und wenn sie nöthig wird so klein ist, dass sie durch einfache 
DifTerentialformeln ausgeführt werden kann, und daher die Durchführung 
einer zweiten Annäherung überflüssig wird. 

52. 

Die gegebenen Stücke sind hier B, B\ A, und die erste Arbeit be- 
steht darin, dass man entweder durch die strenge allgemeine Gleichung 



tg/? = tgßyT-e^ 
oder durch die Reihenentwickelungen derselben, die im Art. 25 eingeführt 
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wurden, die redncirten Breiten ß und ^ rechnet. Hierauf sind durch die 
Gleichungen (49) Ty und die (45) ao', y^iffi zu berechnen, die aber zu 
diesem Zweck zusammen gezogen, und auf einfachere Formen hinge- 
führt werden können. Durch ein, dem im Art. 27 angewandten, ganz 
ahnliches Verfahren vermeidet man die besondere Berechnung von JT, 
und kommt auf die folgenden Ausdrücke 

p cos n sin w = Kl — e^ . sin ^ + ^ sin ß 

p cos n cos m = cos /?" cos Ä 
psin n = cos // sin X 

cos n sin g =ac ~ I Kl — e^ . sin // -f- ■ ^_^ sin /S^| sin k 

cos n cos 5 SS cos A 

Nachdem hiedurch m, n, g berechnet worden sind, wobei die Gontrolle 
statt findet, dass die beiden Werthe von cosn, die aus den drei ersten, 
und den beiden letzten hervorgehen, mit einander übereinstimmen müs- 
sen, erhalt man 

sin xa sin ao 3= sin n 

sin ;fo cos «o' = cos n sin (B' — m) 

sin xa sin (y + j) = sin n cos (ß' — m) 

sin ;fo cos (y + q) ^ sin (ß'— m) 

cos xo = cos n cos (Ä — m) 

welche ao', y, j;o geben, und bei deren Anwendung ausser einer der 
vorhin genannten, ahnlichen Gontrolle, auch die statt findet, dass die 
erhaltenen numerischen Werthe für cos;fo nnd sin;fo einem und demsel- 
ben Bogen angehören müssen. 

Setzt man nun den Fall, dass 8 klein ist, so geben die Gleichungen 
(53) und (55), nemlich 

a Ä ad — — xo^cos^/J'sinao'cosao' — ^;fo^sin/?'cos/?'sinao' 

a = y + — ;^o^cos^/?'sinao'cosao' +-g^Zo^sin/?'cos/?'sinao' 

X = Xo + Yß'(^ + Te^)xo + ^Xo'sin/?'cos/S'cos;^ 

-■^Zo'(1-cos2/^sinV 

mit aller wünschenswerthen Genauigkeit a, a\ x» worauf die (17), 
nachdem ßo^ /^^ 9 berechnet worden sind, s giebt. Hiemit ist also ift 



(60) 



(61) { 
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dem Falle, wo s klein ist, eine directe Auflösung unserer Aufgabe erlangt, 
wie oben angekündigt wurde. Die Gleichung (17) wird weiter unten 
auf die zur Anwendung geeigneteste Form gebracht werden. Die Lo- 
garithmen der Gonstanten der vorstehenden Ausdrucke sind 

log yrili« _ 9.9985458 , ^^St7= = 7.8258646—10 

log|^ = 1.73183-10 , logj^ = 5.8154 -20 

log^ = 2.03286—10 , log^ = 6.2925 —20 

Iogic2(l + |c2) = 7.52555—10 , 'og^ = 2.20895—10 

log^ = 6.7185—20 

und setzen voraus, dass in allen Gliedern der Ausdrücke (61) Xo "^ Se- 
cunden ausgedrückt substituirl werde. 



53. 

Da die im vor. Art. vorgetragene Auflösung unserer Aufgabe sich 
nur auf kleine Werthe von s erstreckt, und in Folge dessen mehrere Bö- 
gen der Gleichungen (59) und (60) auch klein werden, so kann man 
statt der strengen Formeln wieder eine Reihenentwickelung anwenden, 
die jetzt abgeleitet werden soll. 

Durch Zuziehung der Gleichungen (46), (47) (48) geben die (59) 

^^ cos A 

sin n = cos (/?"+ f) sin Ä 
igq = sin(/S^'+/^lgA 
wo wieder 7^= /?"+/* gesetzt worden ist. Setzt man ferner 

K=-^{ao+r+q) ; ^ = ^(ao' — y— ?) 

so bekommt man aus den (60) 

•gi^ = — ? 



tS-N 



tgL«tgymg4-iV 

wenn überdies N^sB" — m gesetzt wird. 
Sei wieder 



= yqf:zii_i+ ^£|, • . . (62) 



yi^e* «n/^" 
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wo i in Secunden auszudrücken ist, und daher 



yjZ^— i — _ 689",4962 ; log -7= = 3,1402897 
wird. Die Gleichung (51) giebt hierauf 
(63) . . . log /* = log . f sin ^ cos /f — vi sin ^/f 
]ogv= 4.32336 

womit /* gegeben isl. Die Gleichungen für n, g, m können ebenso be- 
handelt werden wie die des Art. 28 für Ö, tj, r. Denn verwandelt man, 
nachdem mss^'+f+g gesetzt worden ist, 

bez. in n, q, 90^—^' — /*, A, g 

so werden die ursprünglichen Gleichungen des Art. 28 mit den obigen 
identisch. Die Ausdrücke des Art. 31 geben daher sogleich 

flo = Xcos(ßf'+f) 



.(64) 



logg = loggo + 4^no2 + 112/t'V— 96/iXV 



logn = logfio — 2^5fo2— 8^V — 96iwV?o^ 

log^f = logQfiq + fiq^ + fin'^+T/xq^ -^ 30 itiq^n^+T^in^ 

VfO Q, fi, fi dieselben Werthe haben wie im Art. 31. Hierauf wird 
N^B' -^' -f-g 

Die UbrigeD Bögen müssen auf andere Art entwickelt werden. Setzt man 



(65) . . . 
so erhalt man 



loglgy« = logyn + Ä 

Iog<g4-iV = log±iV-|-H 

logfgÄ=logf +A-H 
log! = logy()'«iV+A-i-/r— 30/*nW 

ergiebt. Zur Entwickelung von %ü giebt die letzte (60) zuerst 



und hierauf 

(66) 

worauf sich 

(67) . . 
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Xo^ —jiXo*'*-^Xo^ 



woraus mit hinreichender Annäherung 

Xo* =^ n* + 2nW + N* — ^n*]!^ — ^nm* 
;fo« = »« + 3nW + 3nW* + iV» 

hervorgeben. Es wird daher 

;fo2 = »2 -I- iV» — I «W — ^ n*iV* — ^ nW* 



Sei nun 



wodurch 



< sin r = n 



(68) 



Xo^z= fi — jt* sin ^Tcos ^r — ^ <« sin ^T cos »T 
-wird, so bekommt man leicht 



log;f« = log<-2/i"-f-16^'nW-^'(2^^)' . (69) 



■wo 



log/ = log 10^ = 0,3622 



ist, und fM und /i' wieder dieselben sind wie im Art. 31. Hiemit ist die 
Entwickelung ausgeführt. Es darf nicht befremden, dass hier JiT durch 
den Quotienten zweier kleinen Zahlen bestimmt wird , da mit der Natur 
der Aufgabe unzertrennlich verbunden ist, dass wenn s klein ist» eine 
Ideine Aenderung in B' oder B" eine grosse Aenderung der Azimuthe 
nach sich zieht, wenn nicht etwa diese auch klein, oder nahe gleich 1 80^ 
sind. In diesem Falle giebt der Ausdruck für K diesen Bogen mit der- 
selben Genauigkeit, mit welcher die anderen Bögen erhallen werden, 
wenn aber diese Bedingung hinsichtlich der Azimuthe nicht statt ßndet, 
so muss man, um K eben so genau zu erhalten wie die übrigen Bögen, 
dafür Logarithmen von einer grösseren Anzahl von Decimalen anwenden. 



54. 

Wenn s beliebig ist, so muss das eben gegebene Verfahren eine 
Aenderung erleiden, weil dann nicht angenommen werden kann, dass 
die Gleichungen (52), und viel weniger die (53) oder (61) genaue Werthe 
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der Unterschiede a—(xo\ a—y, ;f— z« geben. Man rechne jetzt aus 
den Gleichungen 



(70) 



e« 



p COS n sin m = y^l — e^ . sin (f +--r== sin /? 



p cos n cos m s= cos ^ cos X 
p sin n B cos /3^ sin X 

m und n, und dann aus den folgenden 



(71) 



sm xo sm oo = sin n 

sin X9 cos «o' SB cos n sin {B — m) 

cos Xo = cos n cos {B' — m) 



oo' und xa* Die Bögen 9 und y^ so wie ;), werden nicht gebraucht, und 
brauchen daher nicht berechnet zu werden, will man aber p einestheils 
aus den vorstehenden Gleichungen mit berechnen, und anderntheils aus 
der (47), die zu diesem Zweck wie folgt gestellt werden kann, 



(72) . p = |/l — ß^ßiu 2^' ^ ae^sin/J' sin/S^'H- ^^^sin y 
so bekommt man eineControlle der Rechnung mehr. Ich wiederhole hier 
log YT^^— 9.9985458 , log-^^ = 7.8258646 



55. 

Hierauf sind durch die Ausdrtlcke (52) genäherte Werthe von a 
und X zu berechnen, die ich um auszudrücken, dass sie nicht die ge- 
nauen Werthe sind, mit (a ) und (x) bezeichnen werde, ohne den Grad 
der Genauigkeit zu verletzen können diese Gleichungen wie folgt ge- 
schrieben werden, 

(«') = (^'-If^^cos/J'sinao' jcos/cosao'(l -^-^)+^^^ 
(73) ij) Ä jfo + Y»'«*|sinxoCOs;fo + cosysinV(7^-sin;foC083fo) 

+ 4sin2^sin;ifosin^YZo+4sin/?'cos/?'cosao'cos;fosin^Y;fo| 
wo wieder rB206265'' ist. Der Logarithmus der Gonstante ist hier 

log|re2 = 2.83781 
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56. 

Durch Hülfe der eben erhaltenen Werthe von {a) und (x) kann man 
nun genäherte Werthe von q>, ßo, fi^ z/co berechnen, die ich wieder, 
um anzudeuten, dass sie nicht genau sind, mit den in Klammern einge- 
schlossenen Buchstaben bezeichnen werde. Dem Vorhergehenden zu- 
folge erhält man jetzt 

sin (/?o) sin (y ) = cos ß^ cos (a ) 

♦ 

sin (/?o) cos {(p') 5= sin ßf 
cos {ßo) — cos ß^ sin (a ) 

log {/i) = log (5 sin ^o)) — csiü ^{ßo) + c'sin^ißo) — c' sin «(/5o) 

wo wie im Art. 22 

log6 = 7.2252588— 10 

logc= 7.164073— 10; logc'= 4.6002— 10 ; logc"=: 2.198— 10 
and darauf der Gleichung (25) analog 

{Ja>) = mE{x)cos{ßo)-E'cos{ßo) cos (2(y') + {x)) sin{x) (75) 
*) Man erkennt leicht, dass der Fehler in (Jw) weit kleiner sein muss 
wie der in (a ). Um Alles beisammen zu haben führe ich auch hier aus 
dem Art. 23 die Ausdrücke der CoefBcienten an 

10gjE=-£(^)-f(^)2 

log JE' = logj;(^) 
logm = 7.5241068—10 ; log« = 9.3367543—10 
logf = 9.2118—10 ; logi; = 2.53678 

Hierauf bekommt man 

(o)) = A -I- {J(o) 

und es werden genauere Werthe von «', «', x durch Anwendung der 
Gleichungen (50) erlangt, in welche (oo) statt ca zu setzen ist. 

•57. 

Durch nochmalige Anwendung einer, der im Art. 27 ausgeführten, 
analogen Transformation, verändert man die genannten Gleichungen in 
die folgenden. Nachdem aus 

*) Ich habe hier E und E* statt {E) und [E* ) gesetzt , weil die Werthe dieser 
Grössen sogleich so genau erhalten werden, dass eine Yerbesseruog derselben über- 
flüssig wird. 
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cos n' sin m ss sin ^ 

cos v! cos m = cos // cos (od) 

cos vi sin q = sio /J^ sin (co) 

cos n cos q = cos (w) 

sin n = cos // sin (co) 

die Bögen m\ (f, ti berechnet worden sind, geben die folgenden 
sin X sin a ss sin ti 

sin X cos a === cos n sin (/S' — m) 

sin X sin {a+ q) = sin n cos (/?' — m' ) 
sin X cos («"+ ?') = sin (/J* — m') 

cos ;f = cos n cos {^— m ) 

die Bögen a\ a\ x^ ^^^ zwar sind die Werthe dieser, die hieraus her- 
vorgehen, schon sehr genau, und können überhaupt nur in Folge der 
Anwendung von (co) statt o> mit einem Fehler behaftet sein. Da dieser 
jedenfalls sehr klein ist, so kann er durch die Anwendung von einfachen 
Differenlialformeln berichtigt werden. 



58. 
Setzt man 

da = a — (a ) ; dx = x — ix) ^ ©tc. 
so geben die Gleichungen des vorvor. Art. 

rf/Jo=-sin(9)V« ; V=-^g^(>« 
Die Gleichung 

/* s= y £ sin 2/?o + . • . 

des Art. 1 7 giebt ferner hinreichend genau 

dlog/i = ^C(llg(/?o)(^/?o 

wo M den Modul der Briggischen Logarithmen bezeichnet, und daher 

log?^= 4,6244-10 
ist, wenn dßo in Seeunden ausgedrückt wird. Die Gleichung 

£ = 1 — _ ^^ -I- . . . . 
giebt ausserdem 
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(JjE = — {-62 sin (/?o) cos (/?o)^/?o 

die aber nicht beachtet zu werden braucht, da sie von einer höheren 
Ordnung ist wie die übrigen Gleichungen*). Die Gleichung für (^w) 
giebt nach diesem 

und sollte der hieraus hervorgehende Werlh von d^ro merklich sein , so 
werden die Verbesserungen der durch die Gleichungen des vor. Art 
erhaltenen Werthe von x* «'. «" die folgenden 

^X SS cos ^ sin ad^to 

siax 
J^" ^ <^osß' cos a' ^j^ 
Biüx 

worauf man die genauen Werthe 

X '^ ^X l «' + ^a' ; «' + ^«* 
erhält. Die Werthe von iq> und dAogfi werden zwar hier nicht ge- 
braucht, aber sie finden ihre Anwendung bei der Berechnung von 8 
aus;f, q)\fs. 



59. 

Es ist hier noch eine besondere Klasse von Fällen zu betrachten. 
Das Verfahren des Art. 52 u. f. kann nur bei sehr kleinen Werthen von 
8 angewandt werden, indem die Ausdrücke (61) bei wachsendem s bald 
aufhören die Hunderttbeile von Secunden richtig zu geben. Wenn daher 
8 etwa 2^ übersteigt, so verfährt man sicherer, wenn man sich des Ver- 
fahrens des Art. 54 u. f. bedient. Wenn aber s die eben beiläufig be- 
zeichnete Grenze nicht viel übersteigt, so kann man sich statt der stren- 
gen Formeln des Art. 57 einer Reihenentwickelung derselben bedienen, 
die der des Art. 53 vollkommen analog ist, und ohne Weiteres durch 
Veränderung der Bezeichnungen aus dieser erhalten wird. Da jetzt 
^=0, und ß' für R, n für n, u. s. w. zu setzen ist, so führt die Reihen- 
entwickelung der Formeln des Art. 57 auf die folgenden zu berechnen- 
den Ausdrücke: 



*) S. die Anmerkung zu Art. 66. 
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^fo' ^ (o)) sin ^ 
Uo' Ä (cö) cos f 
log q = log qi + 4^no'2 -I- 1 -1 2^'«,'« — 96 ^'n,'» ?,'» 
logn' » logno' — 2^7o'*— 8|u'jo'*~96/i'no'*?o'» 
log<^' = logp'»Y + /*}'2-|-^n'»+7A»Y*— 30^Y*»»'' + V«'* 
worauf 

wird. Ferner 

A' =r ^n'»+ 7/i'n'« 

logtgF = log J,+ A'- IT' 

log L « logi-(>'ii'iV' + A' -I- tf ' - 30/*VW» 
worauf sich 

«• = Ä' + L' ; a' — £' - t' - g' 

ergiebt. Femer 

i sin r' s: n' 

r cos T' =s N' 
worauf man 

log, = - 2^^*- 16^V»iV'«-/(2/,^)* 

WO 

log/i" = 0.3622 

erhalt, uad die Entwickelung ausgeführt ist. Die Bemerkungen die der 
Entwickelung im Art. 53 hinzugefügt wurden, haben hier dieselbe Gel- 
tung. Um einer Verwechselung vorzubeugen führe ich hier wieder an, 
dass ()', /i, /i' dieselben sind wie im Art. 31. 



60. 

Betrachten wir jetzt den Fall des Art. 33 in Bezug auf die gegen- 
wartige Aufgabe, nemlich den Fall, wo bei einem grossen Werthe von 
s die Azimulhe klein, oder nahe gleich 1 80^ sind. Bei den jetzt gegebe- 
nen Stücken wird sich dieser Fall dadurch zu erkennen geben, dass X 
klein , und die PoIhOhen sehr von einander verschieden sind. Obgleich 
jetzt wieder die Methode des Art. öi u. f. unverändert angewandt wer- 
den könnte , so ist doch die besondere Betrachtung dieses Falles von 
Interesse, weil in demselben Reihenentwickelungen angewandt werden 
können, die von den vorhergehenden etwaa verschieden «ind. Da hier 
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A ein kleiner Bogen ist , so haben zwar die betreffenden Reihen des 
Art. 33 für q, n, g wieder Geltung, aber da q jetzt nicht weiter ge- 
braucht wird wie zur Berechnung von 9, so kann man die Gleichung 
Air q weglassen , und im Ausdruck fUr g statt q die Hülfsgrösse 90 ^iQ" 
fuhren. Lösst man überdies die Glieder sechster Ordnung weg, die hier 
nie Merkliches geben können, so werden diese Formeln einfach, und 
die anzuwendenden Ausdrücke werden die folgenden, 

log /* = log • i sin /?" cos /f — vi sin ^ßf 
wo i und V dieselben sind wie im Art. 53. Ferner 

q^ = Xsm{ßr+f) 
no = Xcos{ßr+f) 
log n = logfio — i/iqo^ — 8/iV — 96/^W } . (76) 
log g 3= log p «7o + iW?o^ + 5 /w»* 
N=^B'-fir^f-g 

Die Entwtckelung der Gleichungen (60) wird jetzt anders wie vorher, 
da N nicht mehr klein ist. Diese Gleichungen geben 
♦ry ' — ^^^ tr, _ tgjy 



N+Uj und verwandelt man in den Gleichungen 

bez. in 



Setzt man nun Xo 
des Art. 29 

«o', n. 900-iV, 

so werden zwei derselben mit den vorstehenden identisch. Man be 
kommt daher 



V 



u 



log «o' 

logti 

Xo 



^ sinN 

logoo — 4/iV + 112/^V 
log()'»6o — /^«o'^ — 2/iV 

N + u 



96/iVV 



(77) 



61. 

Nachdem nun a^' und Xo berechnet worden sind , müssen wieder 
aus den Ausdrücken (73) (a) und {x) berechnet werden, worauf die 
Gleichungen des Art. 56 zur Berechnung von (^'), (/S^), (^), [Jen) ver- 
wandt werden können. Statt dieser ist es aber angemessen, die betref- 
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fenden Reihenentwickelungen des Art. 33 zu gebrauchen, von welcheQ 
die für log«' jetzt ausgeschlossen werden kann. Schliesst man wieder 
die Unbekannten in Klammern ein, um anzudeuten, dass sie nicht die 
genauen Werthe sind, so ist zu berechnen, 

f; = {a)s\nir 
nS) i fi) = (a)cos/?' 

^ ' 1 log (f) = log & - 2/iV' - 8 A'* - 96 A''&' 

I log {n') = log p'(f)V + fi^o' + 5/i(f)2 
Ferner 

Ilog {fi) =s log . 6 cos ^(f) — c cos \S) + c' cos \0 — c' cos •(S) 
(^a>) = m%)sin(S)+£'sin(f)cos(2f/+(7r'))-0r))6in0r) 
(a>) = A + (^w) 

wo die CoefBcienten 6, c, cl, £, i?' die früher angegebenen Werthe 
haben. 



62. 
Für die Gleichungen des Art. 57 ist wieder eine Reihenentwicke- 
lung zulässig, die der vorigen ähnlich ist, und von welcher ich daher 
das Resultat ohne Weiteres sogleich ansetzen werde. 

?o' = H sio /?" 
H^' = (cö) cos/f 

log?' = log^o'+W+l^ W-96|u'<V 

logn' = log<-2Ai9o''-8/i'go''-96^'no'V' 

logj' = log(>'g'» + ^9'2+/in2 + 7/iV^ — 30^'5f'V» + 7/i'n'* 

und nachdem yssa-^q, und ;f = iV'+ti' gesetzt worden sind, 



(80) 



(8<) 



Oo = 



aiaN 



^0 —inr 

log« = logoo'— 4/*yo'*-l- < 12^Vo'*+ 96/t>o''flo'^ 
log u sBs log (>' n'y' + /* a'* + 4 /«'/ * — 4 ft'a'^'^ + 7 /*'«'* 

Nachdem hieraus a, a', x berechnet worden sind , müssen wo nOthig 
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die Differentialformeln des Art. 58 angewandt werden, von welchen die 
ersten jetzt die folgende Form annehmen, 

*f = cos (/?' + it)da ; dn = sin (/J* + n) tg f da 

(r.iogA* = -^tgi:df 
d^a, = ^(r;r + ^cotgf(rf 

Der Fall« in welchem die Azimuthe nahe =180® sind, braucht hier 
nicht besonders betrachtet zu werden, da man ihn immer dadurch ver- 
meiden kann, dass man von den beiden gegebenen Polhöhen die nörd- 
lichere mit ß bezeichnet. 



63. 

Der Fall A=:0, den man auch damit bezeichnen kann , dass die 
Länge des Meridianbogens zu bestimmen ist , der von zwei gegebenen 
Punkten, deren Poihöhe B und ff sind, eingeschlossen ist, und der den 
Gegensatz zu dem im Art. 34 betrachteten Falle bildet, kann kurz erör- 
tert werden. Es wird vor Allem, wie a. a. 0., 

log/i = 7.2238036 
und da auch cossO ist, so geben die Gleichungen des Art. 34 sogleich 

«= ±{1^-^) ^ 9)' = 90 + ^ 
wo die oberen Zeichen gelten wenn /^>/3^ und die unteren wenn 
/?'</?' ist. 

Aus X wird, wie vorher, durch die weiter unten zu entwickelnden 
Ausdrücke a berechnet. 



64. 

Der specielle Fall der vorhergehenden Hauptaufgabe, welcher im 
Art. 35 behandelt wurde ,. bildet in seinem Gegensatze eine besondere 
Aufgabe, deren Auflösung für sich betrachtet werden muss, und die 
folgender Maassen ausgesprochen werden kann : 

»Die Lage irgend eines Punkts auf dem Erdellipsoid sei durch des- 
»sen Polhohe und Längenunterschied von einem gewissen anderen Me- 
»ridian, den ich den ersten Meridian nennen will, gegeben; man fragt 

AbiMadl. d. K. 8. GetelUeh. d. WlMMich. XJII. 6 
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»nach der geodätischen Linie, die durch den gegebenen Punkt geht und 
»den ersten Meridian unter einem rechten Winkel schneidet , nach der 
»Polhöhe , unter welcher der erste iMeridian von derselben geschnitten 
»wird, und nach dem Azimuth derselben am gegebenen Punkt.« 

Die gegebeneu Stücke sind hier B und X , wozu die Bedingungs- 
gleichung a'=90^ kommt. Diese letztere bewirkt, dass y=90® ein ge- 
näherter Werth von y ist, nehmen wir zuerst diesen an, und bezeichnen 
die Werlhe von F und Xo » die daraus hervorgehen, mit [F] und (xb)i so 
geben die Gleichungen (45) leicht 

cos (xo) sin (7^) = sin JB' 

cos (xo) cos (7^) = cos B cos X 

sin (xo) = cos B sin A 

Diese Gleichungen geben zu erkennen , dass die vorliegende Auf- 
gabe immer zwei Auflösungen hat. Da B immer zwischen den Grenzen 
— 90^ und +90® liegt, und k immer zwischen und 180® angenommen 
werden kann , so zeigt die letzte Gleichung , dass (xo) auch immer zwi* 
sehen und 180® liegt. In den beiden eisten Gleichungen kann man 
aber cos (xo) sowohl positiv wie negativ nehmen , und da beide Annah- 
men immer zulässig sind , so entstehen immer zwei Auflösungen , eine 
in welcher (xo) < 90®, und eine andere , in welcher (^o) > 90® ist. Bei 
der einen Auflösung ergiebt sich (7^) innerhalb seiner natürlichen Gren- 
zen —90® und +90®, aber bei der anderen tibersteigt (7^) diese Gren- 
zen. Es wird hiedurch angezeigt, dass die geodätische Linie vom gege- 
benen Punkt aus sich auf die entgegengeselzle Seite des Meridians des- 
selben erstreckt, und der Länge Ä— 180® vom ersten Meridian, oder der 
zweiten Hälfte desselben, von Pol zu Pol gezählt, entspricht; in diesem 
Falle ist in den ferneren Rechnungen nicht nur 180® — X, sondern auch 
180®— (r) anzuwenden. 

Setzt man nun in jedem Falle yÄ90®+(Jy , so wird bis auf Grössen 
von der Ordnung dy^ 

cos y == — dy \ sin y Ä ^ — ^(^ 

und die Werthe von F und xq , die diesem Werthe von y entsprechen, 
erhält man leicht aus den (45) in folgender Form, 

F=[F) + \%{x,)dy 



(83) 
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die ebenfalls bis auf Grössen von der Or(!nung df genau sind. Die Glei- 
chungen (28) geben leicht, wenn man a =90^ macht, 

cos §! sin a = cos /f 

cos §f cos a = — sin ^ sin % 

sin ^ = sin ^ cos % 

and hiemit werden die beiden letzten (52) 

y = 90^ + Y^^ ^^^ ^' ^^^ /^(«— 2 cos z tg-fz) 

;ifo = Z — Y^^Ucos^/J^+ sin ;K cos ;K sin ^/f I 

Da wir nun hier ohne den Grad der Genauigkeit zu verletzen [F) statt 
/S^, und ix^ statt ;f setzen dürfen, so bekommen wir 

(J)^=^re2sin(r)cos(r)j^'-2cosOfo)tgYOfo)j . (84) 

welcher Ausdruck zur Anwendung in den (83) dient, und dafür hinrei- 
chend genau ist. 

65. 

Wegen a'=:90<> wird hier /f=/?o, und wenn daher ßo—r—f^ ge- 
setzt wird, so verwandelt sich die Gleichung (i9) in 

die leicht in die folgende umgeformt werden kann, 
ji — (i— yjZT^) cos »JT} sin /o = 



— (4 _ yT--?) sin rcos JTcos /o + -^==sin /?" cos r 

ttl)eif;eht man nun die mit e* mulüplicirten Glieder, so erhält man hieraus 

log /o = log . io sin rcos r+ M (4 — VT^) cos T . (85) 
■wo 

i.«_(i-./T3^)+_^^ .... (86) 

gesetzt ist, und F den Bogen bedeutet, welcher sich aus der ersten (83) 
ergiebt. Hierauf wird 

wo ich (ß^) statt /% geschrieben habe , weil der Werth von F nicht 

strenge genau ist. Da die Goefficienten des Ausdrucks für ^ in Secun- 

den ausgedrückt werden müsseni so wird wie im Art. 53 

6* 
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_ (< « Vl_e2) ^ _ 689^,4962 

\os~£== = 3.U02897 
and ausserdem 

(87) . . log M{\ — Vi — e^) = 7.1 61 89—1 

Den im vor. Art. erhaltenen Ausdruck für xo kann man nun ohne 
den Grad der Genauigkeit, den er besitzt, zu verringern, in den folgen- 
den abändern, 

(88) . (x) = zo + 4-re2J^cos2(^o) + sin;KoCOS;fosin2(^o) j 

worin der aus der zweiten Gleichung (83) folgende Werth von xo an- 
zuwenden ist. Die auf diese Art erhaltenen Werthe von (/%) und (x) 
werden nur mit kleinen Fehlern behaftet sein , und der aus denselben 
auf die im Art. 56 angegebene Weise folgende Wei tb von {Jca) wird 
viel genauer sein. Da hier y^sO ist, woraus (p=z — x folgt, so wird 
der letzt erwähnte Ausdruck im gegenwärtigen Falle 

(89) . {J<o) =zfnE{x) cos {ßo) — E' cos (ßo) sin (x) cos (x) 

wo die Goefficienten durch die im Art. 36 gegebenen Ausdrucke zu be- 
rechnen sind, und wieder (a>)sBA + (z/o>) wird. 



66. 

Führt man nun die Bedingung a^ss 90^ in die Gleichungen (50) 
ein, so ergiebt sich leicht 

cos X sin ßo SB sin ßf 

cos X cos ßo = cos ßf cos (w) 

cos X sin a ^ cos (a>) 
cos X cos a sss — sin ß^ sin (w) 

sin X ^ C08 ßf sin (ca) 

und die Werthe von /So, a, x die sich hieraus ergeben, werden kaum 
eine Verbesserung nöthig haben, die, wenn sie nicht unmerklich sein 
sollte, wieder durch Anwendung von einfachen DiiFerentialformeln be- 
wirkt werden kann. 

Da hier beides 

*/Jo = ßo- {ßo) und dx^X-ix) 
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umnittelbar gegeben sind ^ so kann man ohne Vorbereitung durch die 
Ausdrucke des Art. 58 dAoß/4. und dJm berechnen, und hierauf wird 

^X = cos ßo djd^ 
J§^ = sin ß^\%%d/lfx^ 

COSJIf 

und man erhalt die genauen Werthe 

X^ Jx] ßo-hJßo; €c+ Ja 
Der Werth von (J.log/w wird wieder bei der Berechnung von s aus x 
gebraucht, aber dg) t&Wt hier ganz weg. 

Es ist bei dieser Aufgabe zu bemerken, dass die Unbekannten mit 
geringerer Genauigkeit erhalten werden, wie in den anderen Fallen, 
wenn k nahe = 90^ aber dieses ist nicht zu vermeiden, da die Aufgabe 
selbst es mit sich bringt. Denn wennA = 90^ so wird auch /9o= 90^ 
und a SS , oder die gesuchte geodätische Linie ist der Meridianbogen, 
welcher sich vom Punkte B' bis zum Pole erstreckt* 



67. 

Die in der vorhergehenden Auflösung der zweiten Hauptaufgabe 
vorbehaltene Berechnung von $ aus x^t^^V ^o'l hier vorgenommen wer- 
den, und es wird dazu , s mag gross oder klein sein, am Zweckmassig- 
sten der Ausdruck (17) verwandt, nachdem er auf die für diesen Zweck 
angemessenste Form gebracht sein wird. Diesem zufolge ist, wenn 

wieder a =r ^gesetzt wird, 

a =s Axx + Bi cos (2qp'+ x) sin x — Ci cos (4?)'+ ^x) sin 2x 

+ Di cos (69'+ 3x) sin 3^ (90) 
wo 

A, = (i + i-fc^ + ljfc^ + gft.)/?!!? 
Führt man hier ^ statt k durch die Gleichung (1 9) ein, so erhall man 
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Ar = 1 - yT=^ 

daDQ wird 

(91) a = z + ^i'« — -Ai'z + A cos (2g)' + x) sin % 

— Cy COS 2(2<jp' + x) sin 2x + öl cos 3(2qp' + %) sin 3^ 

in welcher Form dieser Ausdruck sich leichter berechnen lasst. Geht 
man zu den Logarithmen der CoefBcienten über, so findet man 

log, nat Ai = log. nat (i Vi — 6» + 1 ^ + ^^^ 

log nat jBi s=s log. nat r/^y 1 — 6* + A* + t'^' 

log. nat Gl = log. nat j^^ VT^ + fi 

log öl = log ^ 

Für die Briggi sehen Logarithmen ergiebt sich hieraus 

log Ax = log a/A + b/4. + cfi^ 
log Bi = log dfi+ ffi + gfi^ 
log Gl = log hfi^ + kfi 



(92) 
wo 



loga = 9.9985458—10 

logbs 9.73469 —10 

logc = 8.9778 —10 

logd= 5.3129709 

log/" = 9.63778 —10 

log9 = 8.7347 —10 

log h := 4.40988 

log Ä=s 9.6378 —10 
und ausserdem 

logAi'« 7.5241069—10 
ist. Da hier die geaauen Werthe zu subsliluiren sind , so sind im Sinne 
des An, 58 
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9>' ~ iv) + ^V ; logit^ = log(/i) + ^.log/i 
nebst X + ^Z anzuwenden. Für die Aufgabe der Artt. 60 u. f. geht der 
obige Ausdraek fUr a in den folgenden über 

a=^X + AiX~ Axx — Bi cos {2{^ + n)— x) sin x 

— Gl cos 2{2(ß'+7t)^x) sin2;f — flicos 3(2(/?'+7r')— ;r) sin 3^ (93) 

wo ebenfalls n=s(7t') + d7v\ etc. zu substituiren sind. Für die Aufgabe 
der Artt. 64 u. f. ergiebt sich 

a=;f+A,'x-ili'';f + |jBisin2x — |C,sin4;f + |Disin6;f (94) 

wo wieder die eben bezeichneten Werthe von x und log/i zu substi- 
tuiren sind. Zum Uebcrfluss bemerke ich, dass hierauf ^s=a^ wird. 

Hiemit ist die zweite Hauptaufgabe vollständig gelöst. Will man 
ausserdem noch den elliptischen Bogen S kennen lernen, so dienen dazu 
die Ausdrticke des Art. 50, es kann jedoch kaum je ein Interesse haben 
diesen kennen zu lernen, dessen Unterschied von s nur eine Grösse von 
der Ordnung e^ ist. 



68. 

Um auch die eben gelöste Aufgabe durch einige Beispiele zu er- 
läutern , will ich zuerst die geodätische Linie, nebst den Azimuthen an 
ihren Endpunkten , berechnen , die Orsk in Russland und Yalentia in Ir- 
land mit einander verbindet. Es sind diese Oerter bekanntlich die End- 
punkte der grossen Längengradmessung, die jetzt in Ausführung begrif- 
fen ist. Da die astronomischen Positionen dieser beiden Oerter jetzt 
noch nicht endgültig festgesetzt sind, so muss ich mich damit begnügen 
sie aus einem Yerzeichniss geographischer Ortsbestimmungen zu ent- 
nehmen , und werde hiebei , eben weil diese Angaben nur als vorläufig 
zu betrachten sind, die Secunden weglassen. Ich nehme daher an 

Orsk Yalentia 

B' = SIMSr ; jB" = 51^55' ; X = 69^3' 

Aus diesen Werthen von ff und ß' ergab sich zuerst 

ß^ = 51^6'22",60 ; ßT = 51H9'24',54 

log sin ß^ = 9.891 1 537 ; log sin ßf' = 9.8954835 
log cos ßf = 9.7978751 ; log cos ßf' = 9.791 0491 
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Hierauf erhielt ich durch die (70) 

m = 74« JO' 48^,1 , » = 35M 0' 24',84 

logp = 0.0008820, und die (72) gab diesen Werth von logp ohne 
Unterschied wieder. Die (71) gaben hierauf 

cfo' = 1i9»9'7M6 ; xo — 4<M6'<r,76 
Ich habe diese Rechnungen mit Logarithmen von sieben Decimalen aus- 
geführt, allein es wäre ausreichend gewesen dazu Logarithmen von fünf 
Stellen zu verwenden. Es geben hierauf die (73) 

(a')-ao' = +ir,04; (;f)_;^o = + 7'43M8 

und folglich wird 

(a') = 1 1 9« 9' 1 8",20 ; {x) = 41 « 23' 54^94 

Hiemit gaben die Gleichungen (74) mit Anwendung von Logarithmen 
von fünf Decimalen 

{(p') = — 21« 27' 21" ; log sin (/?o) = 9.92234 

log cos (/Jo) = 9.73905 
log (ji) = 7.06893 
Ausserdem wurden 

log£ = — 0.00025 ; log£' = 9.6057 

gefunden, worauf durch die (75) sich 

{Jw) = + 4' 32',86 
folglich 

(«) = 69«7'32^86 

ergab. Durch Anwendung von Logarithmen von sieben Stellen geben 
nun die Gleichungen des Art. 57 



m'= 74«20'57",74 
^ = 64 7 18,07 
a' B 119 9 18,20 



log sin n = 9.7615657 
log cos n = 9.9118913 

a" = 62« 30' 57\27 
X= 41«23'57^33 

Die Vergleichung dieser Werthe von a und x <»'* denen von (a ) und (x) 

giebt 

da' = 0;00 , dx^ + 2\39 

und die Anwendung der Differentialformeln des Art. 58 hierauf zeigt, 
dass die Verbesserungen der eben erhaltenen Werthe weit weniger wie 
0^,01 betragen. Dia eben erhaltenen Werthe von a, a\ x ^^^ ^'^^ 
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schon so genau» wie man sie durch ÄnweDdung von Logarithmen von 
nicht mehr wie sieben Decimalen erhallen kann. Da da Null ist , so 
werden auch die Verbesserungen von ß^ , y', /i , gleich Null, und es kann 
zur Berechnung von 8 geschritten werden. 

Bevor ich diese vornehme, will ich in Betreff der Azimulhe noch 
die folgenden Bemerkungen einschalten. Da ich in der vorstehenden 
Berechnung Orsk als den Anfangspunkt betrachtet habe, und Yalentia 
westlich von Orsk liegt, so sind die erhaltenen Azimuthe, nemlich d an 
Orsk, und zufolge des Art. 10 180^+a' an Yalentia vom Sudpunkt des 
Meridians an in der Richtung nach Westen zu zählen. Hätte ich im 6e* 
gentheil Yalentia zum Anfangspunkt gewählt, welches ohne Aenderung 
der Formeln auch hatte geschehen können, und dabei wieder A positiv 
angenommen , so würde die Rechnung die Azimuthe zwar wieder vom 
Südpunkt des Meridians an , aber von da in der Richtung nach Osten 
gezählt, gegeben haben. 

Um nach den Ausdrücken des Art. 67 die geodätische Linie s zu 
berechnen, bekommt man zuerst durch die (92) 

logili' = 7.06812 ; logjBi = 2.38241 
log Gl = 8.5483 
worauf der Ausdruck (91 ) 

o^ 41^21' 12\90 

giebt, aus welchem durch Anwendung des im Art. 23 angegebenen 

Werthes von a 

«3= 2361641,92 Toisen 
folgt. 

Yergleicht man das im Art. 36 gegebene Beispiel mit dem vorste- 
henden, so sieht man sogleich, dass es diesem entnommen ist. Ausser 
dem gegebenen Stücke B\ welches beiden Aufgaben gemeinschaftlich 
ist, habe ich dort die hier durch die Rechnung erhaltenen Werthe von 
d und 8 als gegeben betrachtet , und daraus die hier als gegeben be- 
trachteten Stücke B" und X nebst d berechnet. Die Uebereinstimmung 
ist so gut, wie sie durch Anwendung von Logarithmen von nicht mehr 
wie sieben Decimalen erwartet werden darf. 
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69. 

Um zu zeigen in wie grosser Ausdehnung die vorhergehende Auf- 
lösung in ihrer ersten Annäherung immer noch die Hunderltheiie von 
Secunden richtig giebt, habe ich auch das folgende Beispiel von weit 
grösseren Dimensionen gerechnet. Es soll die geodätische Linie zwi- 
schen Moskau und Santiago in Chili , nebst deren Azimuthen bestimmt 
werden. Zufolge der Verzeichnisse geographischer Ortsbestimmungen 
nehme ich als gegeben an, 

Moskau Santiago 

ff «s 55« 45' ; fi* = — 330 26' ; A = 108M3' 
woraus zuerst 

^ s= 55» 39' 38"49 ; ^ = — 33« 20' 42",63 

log sin ^ = 9.91 68283 ; log sin ^ == 9.7401 1 1 2n 
logcos/J' = 9.7513505 ; log cos /f = 9.9218811 

folgt. Man erhalt nun ebenso wie im vor. Art. 

m = 244« 17' 13",98 ; log sin n « 9.9013043 

log cos n = 9.7812898 
ao' = 83« 34' 30",28 ; zo = <26« 42' 7'.80 

(«•) - «o' = - 1 0' 29'',70 ; {j() — Xo = '¥- 23' 5'.90 

(«') = 83« 24' 0",58 ; (x) = 127« 6' 13",70 

{(p-) s 4« 29' 22". 67 ; log sin {ßö) = 9.91 81 630 

log cos (/?o) = 9.7484629 
log ifi) =: 7.0605858 
log^ =s — 0.0002499 ; logF = 9.59737 

{Jm) =s + 14'16',62 
(«) = 108« 27 16,62 



m'rs244«18'3r,48 
9' = 238 44 16, 19 
«'= 83 23 51.20 

X = 127»ö'18',48 
Es wird ferner 

da = — 9",38 ; d« = + *".78 



log sin ri » 9.8989527 
log cos n' » 9.7853175 
a = 42« 7' 37',98 



und hiemit geben die Ausdrücke des Art. 58 

dß, =! + 0".73 ; V = + 6",33 
dlog^s +0.0000022 



Digitized by 



Google 



Geodätische Untebsuchungeiv. 91 

woraus dJts^ ^ + O^OOii , und 

^;f = + 0\0025 ; z/a = + 0\0035 ; z/a" = + O'.OOOi 

hervorgehen. Die erste Annäherung hat also wieder hier die Unbe- 
kannten schon so genau gegeben , wie man sie überhaupt durch An- 
wendung von Logarithmen von nicht mehr wie sieben Decimalen erhal- 
ten kann. Für die Berechnung von a durch den Ausdruck (91) wird 

nun 

log/i=r 7,0605800 

9'= 4«29'29",00 
und hiemit ergiebt sich ^ 

logili' = 7.0597577 ; logjBi = 2.3740580 ; logCi = 8.53156 

Q = 126U6'18",17 

welchen Werth man wie oben auf ein Linearmaass hinführen kann. 



70. 

Um auch ein Beispiel vom Falle zu geben , wo s klein ist, will ich 
nach dem Art. 37 

F = 20o; jB"== 18o15'18\4l7 ; A=1o3'8",983 

als gegeben annehmen, und mich der Reihen des Art. 53 bedienen. 
Durch die Ausdrücke (62) und (63) bekommt man zuerst 

t = 818",7757; f=4'2",8228 
worauf die (64) 

5=19' 47", 671 ; logn = 3.5560673.1 
9 = 10, 3591 ; iV = 10 43' 53^,5821 

logiV= 3.7947376.6 

geben. Um die Azimuthe möglichst genau zu erhalten > habe ich in die- 
sen Rechnungen bei den Interpolationen in den siebenstelligen Tafeln 
die achte Stelle mit berücksichtigt; ein Verfahren, welches ich in an- 
deren Fällen auch angewandt habe, und durch welches man in den 
Summen und Differenzen mehrerer Logarithmen die siebente Stelle ge- 
nauer erhält. Durch die (65) erhält man nun 

h = 0.0000110.1 

H = 0.0000330.5 
worauf die (66) 

K = 29« 59' 32 ',90 ; L = 27\1 87 
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und die (67) 

ai = 30^ 0' 0',087 ; ^ = 29« 39' 1 8^041 

geben. Die (68) und (69) geben hierauf 

Nachdem ferner durch die (61) 

a' = ao'— 0M07 
«- — y + 0,215 
X^X^ + 24, 359 
gefunden worden war, erhielt ich 

a = 290 59' 59",980 

a = 29 39 18,256 

X= i 21,552 

Vergleicht man diese Azimuthe mit denen des Beispiels des Art. 37, so 
wird man finden, dass sie 0",02 kleiner ausgefallen sind, aber weiter 
kann man im gegenwärtigen Falle die Uebereinstimmung nicht zu Wege 
briugen, wenn man nicht Logarithmen von mehr wie sieben Decimalen 
anwenden will. Der Unterschied der Azimuthe stimmt weit geoauer mit 
dem des Art. 37 ein, und entfernt sich nur um 0^003 davon. Diese Er- 
gebnisse sind mit der Natur der Aufgabe aufs Engste verbunden, und 
können nicht davon getrennt werden. 

Um o zu erhalten müssen zuerst durch die Ausdrücke des Art. 22 
(p und log/i gerechnet werden, deren Werthe dieselben werden wie im 
Art. 37, nemhch, 

9>' = 67o16'2r,24 ; log ^ = 7.1164109 

Aus den Ausdrücken (92) erhalt man 

log Ai' = 7.1 1 496 ; log Bi == 2.42924 

log Gl = 8.642 

worauf die (91) 

0= 10 59' 59^,996 

giebt, welcher Werlh von dem des Art. 37 nur um 0',004 verschie- 
den ist. 

71'. 

Fttr die Aufgabe des Art. 60 u. f. sollen Christiania in Nwwegen 
und Palermo als Beispiel dienen , da diese Punkte in der mitteieuropäi- 
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sehen Gradmessung voraussichtlich mit zu den wichtigeren gehören 
werden. Mit Weglassung der Secanden geben die Verzeichnisse 

Christiania Palermo 

ff = 59« 55' ; ß* = 38<»r ; A = 2" 38' 
woraus zuerst 

^ = 59« 50' OM 89 ; ßT ^ 38» i ' 24',729 

log sin ^ =B 9.9367990 ; log sin /f ^ 9.7895703 
log cos ^ = 9.701 1 501 ; log cos ^ = 9.8963928 

folgen. Durch die Ausdrucke (62) und (63) des Art. 52 ergab sich zuerst 

» = 1249',238 ; /"= + 10' 4'',798 

worauf die Ausdrücke des Art. 60 u. f. in Anwendung gebracht wur- 
den. Die (76) geben 

logt» = 3.8721438; -j = 1' 45",915 ; iV = 21«41' 44".558 

und die (77) 

ao' = 5« 34' 57',09 ; « = 5' 37',41 ; zo = 2<» 47' 2r,97 

Da nun die (73) 

(«') = «o' - 0«,97 ; {x)^xo'h5' 4',1 

geben, so wurden 

(a') = 5« 34' 56M 2 ; (;t) = 21 « 52" 26',07 

welche zur Berechnung von {tu) dienen. Zu diesem Ende geben die 

(78) zuerst 

(f) « 2« 48' 6',68 ; («') =as 7' 5',494 

Die erste (79) gab nun 

log (/«) = 7.2227682 

worauf die Ausdrücke des Art. 23, die im Art. 56 wiederholt sind 

log £ = — 0,0003632 ; log^' = 9.754 
und die zweite und dritte (79) 

{J0) == 1 2',856 ; (w) = 2« 38' 1 2",856 
geben. Aus den (80) erhielt ich hierauf 

5' =! 1 • 37' 30',022 ; log n = 3.873731 5 

g' = 1 46, OSO 
und aus den (81) 

o' =s 8« 34' 56M 20 ; y' = 5« 1 0' 57',442 

tt' s 5 38. 432 

«' xs 3 33 27, 420 ; ;( » 21 52 27, 842 
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Vergleicht man diese Werthe von a und % mit denen von («') und (x), 

so findet man 

da = 0.00, (J;^ = +r,772 
Hiemit werden 

df = , dTi' = , *.Iog^ = , dJ^ = + 0',0003 

Dieser Werth von dJ(o kann die eben erhaltenen Resultate nicht merklich 
ändern, die also die Endresultate sind. Fttr <j geben die (92) 

log Ai = 7.2222206 ; log JBi = 2.Ö364642 
log Gl = 8.8561 

worauf man durch die (93) ohne Weiteres 

a= 21^50' 33^909 

erhält. Die Daten des Beispiels des Art. 38 sind aus diesem Beispiel 
entnommen, und die Uebereinstimmung der Resultate lässt nichts zu 
wünschen übrig. 

72. 

Um auch die Aufgabe der Artt. 64 u. f. durch ein Beispiel zu er- 
läutern, soll von Santiago aus eine geodätische Linie senkrecht auf den 
Meridian von Moskau gezogen werden. Die gegebenen Stucke sind hier 

ß'=— 33^26'; A=<08M3' 
woraus man wie im Art. 69 zuerst 

/J' = — 330 20' 42',63 ; log sin ß^ =: 9.7401 1 12n 

log cos /J' = 9.9218811 
findet. Es sind nun zuerst durch die Gleichungen (82) (7^) und (xb) zu 
berechnen^ und nimmt man hiebei zuerst oosijco) positiv an, so bekomih'c 

man 

(F) = 2440 39' 44",78 ; (zo) = 52^ 26' 1 9;43 

Nimmt man hingegen cos(xo) negativ an, so ergiebt sich 

(r) = + 64« 39' 44^,78 ; {^o) = 127« 33' 40\57 

Fttr die erste Auflösung, die zuerst ausgeführt werden soll, muss zufolge 
des Art. 64 geschrieben werden, 

(D = _ 64« 39' 44\78 ; A = 7mr 

und sie gehört der Hälfte des Moskauer Meridians an, auf welcher Mos- 
kau nicht liegt. Hiemit muss der Werth 

(;fo) — 62«26'19',43 
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verbuDden werden. Die nächste Arbeit ist nun aus der (84) dy zu rech- 
nen, und biefbr findet man 

dy = -r23",80 

welcher Werth in die (83) gesetzt, 

7-— _640 4r33",75 

;fo= 52 26 19,45 

giebt. Die (86) und (85) geben hierauf 

io= + ^50^38; /o= — 58';i5 
woraus sich 

(/?o) = — 64<> 40' 35",60 

ergiebt. Aus (88) wird jetzt 

(«) = Zo + 6'27",05 
folgb'ch 

(;f) = 52^32'46^50 

und nachdem durch die Ausdrücke des Art. 23 oder 56 

logOw) == 7.1363172 ; log£; = — 0.0002975 
logE' = 9.6731 

gerechnet worden ist, giebt die (89) 

(^a>) = + 4' 30",19 ; (a>) = 71o 51' 30",19 

womit alle Vorbereitungen zur Anwendung der Gleichungen des Art. 66 
gemacht sind. Diese Gleichungen geben nun 

/?, = — 64« 40' 35",84 

a = 30 47 54, 04 

X^ 52 32 47, 57 
und vergleicht man diese mit den obigen Werthen von {ß^ und (^) , so 
findet man 

dß, = - 0;24 ; dz = + 1".07 

Die Differentialformeln des Art. 58 geben hierauf 

d.log/i = + 0.0000005 ; e^^o) = + 0",0008 

welcher letztere durchaus keinen merklichen Einfluss auf die eben ge- 
fundenen Werihe von ß^, a, % hat, die also die genauen Endresultate 
sind. 

Aus den (92) findet man nun 

log^i' = 7.13561 ; logA = 2.44988 ; logCi = 8.683 
und hiemit giebt die (94) 

o« 62^28'49',75 
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and aas dem obigen Werthe von /% erhält man 

ß, — — 64« 45' 2',59 
womit die Auflösung ausgeführt ist. 

Nehmen wir nun den zweiten Fall vor, nemlich 

(r) Ä + 64» 39' 44''78 ; A « 1 08M 3' 

(Xb)= in 33 40,57 
und bebandeln ihn genau eben so wie den vorhergehenden, so bekommt 
man nach und nach die folgenden numerischen Werthe, 

(^s + 20'6r,89 
r = 64M 2' 36",9 ; Xo = ^ 27» 33' 35',63 
i, = ~ 1 532",76 ; /i « - 1 0' 0".8 
iß,) » 64« 22' 3r,7 ; Of ) = ;fo + 1 6M 6 

(X)=^ 127<>33'5r.79 
log(/i) » 7.1341608 ; Iog£ s — 0.0002960 
log^' = 9.6710 

{J(o) = 1 1' 3',50 ; (w) = 1 08« 24' 3",50 

/?o— 64«22'17",72 
a = 148 49 1,63 
X ^ 127 33 54. 04 

Vergleicht man diese mit den Werthen von (ß^) und (x), so erhalt man 
dJJo == - 19'.98 ; dx^-t-r,25 

Hiemit geben die Differentialformeln des Art. 58 

d. log ^ = — 0.0000404 ; d^a» =s + 0'1372 
und aus dJw folgt durch die des Art. 66 

Jx^ + 0",06 ; 4?o = — 0'.<6 ; ^«' = — 0',20 
die Endwerthe werden also 

Ä— 64»22'17',56 
a' s 148 49 1,43 
X^ 127 33 54,10 

Mit dem berichtigten Werthe von ft, nemlich 

log/is 7.1341204 
geben nun die (92) 

logii,' « 7.1 334057 ; logBi « 2.4476828 

logCi« 8.6787 

womit die (94) 

o» 127«16'27',86 
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giebt. Aus dem obigea Wertbe von /?o folgt 

Bo = 64« 26' 46;6i 
womit die Auflösung ausgeführt ist. Mau erkennt sogleich, dass die bei- 
den Beispiele des Art. 39 aus den vorstehenden entnommen sind; die 
Uebereinstimmung der Resultate ist so gut, wie man es wünschen kann. 

73. 

In den vorhergehenden Beispielen habe ich die Hulfsgrössen fast 
alle mit derselben Genauigkeit berechnet wie die schliesslichen Resul- 
tate, um zu zeigen wie klein ihre wahren Unterschiede sind, allein ich 
darf nicht unterlassen anzuführen, dass diese Genauigkeit keines Weges 
erforderlich ist. Wenn man die Resultate so genau erhalten will wie 
z. B. die Anwendung von Logarithmen von sieben Decimalen gestattet, 
80 reicht man bei der Berechnung der Htllfsgrössen (a ) und (jc)^ oder 
bez. (/So) und (x) mit Logarithmen von fUnf , oder gar weniger Decimalen 
aus. Es ist blos dafür Sorge zu tragen, dass von {a) und {x)j oder bez. 
von {ßo) und (x) an , die Rechnungen möglichst scharf ausgeführt wer- 
den. Ich werde dieses am zuletzt aufgestellten Beispiel zeigen. Statt 
der im vor. Art. erhaltenen Werthe von (/Sb) und (x) will ich annehmen, 
dass man 

OJo) = 640 23' 0" ; Of) = 1 27» 34' 20" 

durch eine vorangegangene , minder genau ausgeführte Rechnung ge- 
funden habe, und diese der weiteren Berechnung hier zu Grunde legen. 
Man bekommt damit durch dieselben Ausdrücke wie vorher 

log(/i) = 7.1342059 ; log Ä = — 0.0002964 

logiS' = 9.6710 

{J(o) = 11' 3",39 ; (co) = 1 08« 24' 3"39 

/?o= 640 22'17",85 

a' = 148 49 1.79 

X::^ 127 33 53,99 
und es werden jetzt 

dßo = — 42M 5 ; dx = — 26",01 
Hiemit geben nun die Differentialformeln 

i. log^ = — 0.0000851 ; dJio = + 0',2451 
^;f= + OMl; ^/?o = — 0^28; ^a' = — 0^36 
und folglich werden die Endresultate 

AbhaDdi. d. K. S. GMelltch. d. WinMQMh. XIII. 7 
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/So= 64«22'17',57 
tt =: 1i8 49 4, 43 
X= \n 33 54,10 

mit denen des von Art. übereinstimmend, obgleich ich sehr grosse 
Aenderungen mit den Wertben von {ß^ und {j^ vorgenommen habe. 
Der hier hervorgehende Werth 

log/i=: 7.1341208 

weicht 4 Einheiten in der siebenten Stelle von dem des vor. Art. ab, 
aliein dieser Unterschied ist auf den daraus folgenden Werth von o von 
so geringer Wirkung, dass er weniger wie 0",001 ausmacht. 

74. 

Durch die Verbindung der Aufgaben dieses Abschnittes mit denen 
des vorhergehenden kann man eine Anzahl von Aufgaben der sphäroidi- 
sehen Trigonometrie lösen, von welchen ich jedoch, um diese Abhand- 
lung nicht allzuweit auszudehnen, nur Eine erklaren will. 

»In irgend einem sphäroidischen Dreiecke seien 2wei Seiten nebst 
»ihren Azimuthen und der Polhöhe ihres Durchschnittspunkts gege- 
»ben, die übrigen Stücke dieses Dreiecks zu finden.« 

Man begreift sogleich, dass ein spharoidisches Dreieck nicht durch 
blose drei Stücke , wie ein sphärisches Dreieck, gegeben ist, sondern 
dass zu den drei Stücken , die den in der sphärischen Trigonometrie 
verlangten analog sind, auch noch die Stücke hinzukommen müssen, 
die die Lage des Dreiecks auf dem Ellipsoid unzweideutig festsetzen. 
Die gegebenen Stücke der vorstehenden Aufgabe erfüllen diese Bedin- 
gungen. Ebenfalls ist die Auflösung des spharoidiscfaen Dreiecks damit 
nicht vollständig ausgefllhrt, dass man blos die Seiten und Winkel des- 
selben berechnet, die nicht zu den gegebenen Stücken gehören, es muss 
vielmehr ausserdem auch die Lage jeder Ecke auf dem Ellipsoid be- 
stimmt werden. In der vorstehenden Aufgabe sind also nicht blos die 
dritte Seite des Dreiecks und die beiden anliegenden Winkel , sondern 
auch die Polhöhe einer jeden der beiden anderen Ecken, und die Azi- 
muthe der Dreieckssetten an diesen beiden Ecken zu bestimmen. 
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75. 

Die vorliegende Aufgabe lässt sich unmittelbar durch das Vorher- 
gehende lösen , und bedarf keiner neuen Entwickelungen. Durch die 
Hauptaufgabe des ersten Abschnittes kann man abgesondert das Azi- 
muth» die Polhöhe und den Längenunterschied der Endpunkte einer 
jeden der beiden gegebenen Dreiecksseiten berechnen. Da hierauf die 
Polhöhen und der Längenunterschied der beiden anderen Ecken des 
Dreiecks gegeben sind, so dient die zweite Hauptaufgabe dazu um dar- 
aus die dritte Dreiecksseile und deren Azimulhe zu berechnen, worauf 
alle Stttcke des sphäroidischen Dreiecks bekannt sind. 

Zufolge der Ausdehnung, die im Vorhergehenden den Entwicke- 
lungen gegeben worden ist, kann dieses Verfahren auf möglichst grosse 
sphäroidische Dreiecke angewandt werden, für einen davon weiter unten 
zu machenden Gebrauch will ich jedoch hier nur ein Dreieck von massig 
grosser Ausdehnung als Beispiel wählen. Gegeben seien in Bogentheilen 
des Aequators die eine Dreiecksseite =1 5^ mit dem Azimuth s:30^ und 
die andere Dreiecksseite =47^ mit dem Azimuth 3=108^ die reducirte 
Breite des Durchschnitts- oder Anfangspunkts dieser beiden Dreiecks- 
seiten, welchem auch die Azimulhe angehören sei = 45^ Wendet man 
nun hierauf die Auflösung der Hauptaufgabe des ersten Abschnitts an, 
so ist in den dort angewandten Bezeichnungen gegeben, 

1) /? = 45^ a=30«, a=15« 

und hiemit findet man 

(p = 40«53'36",21 , la = 67Hr32",43 ,* logsin/?o = 9.9710040 

logcos/^o 3=9.5484550 
Iog^ = 7.1 659930 
S = 15M'4r,68. j?= — 9\28, y''= 55<>55'27M7, ^eö = r3^91 
a = 24«31' 40",54 . II' = 76«33'0",04 , ^ = 31^36' 28\21 
A= 8o44'23",70, Azimuth des Endpunkts = 204^31' 40".54 

Es ist ferner gegeben 

2) /?'«=45«, a' = 108«, (1=17« 

und hiemit findet man 

<p'= — ^7«10'19^34, J2'*=— 24H0'44",62, logsin/So« 9.8692895 

logcos^ss 9.8276913 
log/i ^ 6.9630399 
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S = 17« 2'28",855 , ar = + 52',946 

9," = — 0» 8'43',43, ^«=2'17".67 

a = 90» 9' 36',04 , ^2" = — 0» 1 2' 58",34 , /?* = 47» 44' 22",57 

;i= 24»25'28',61 , Azimath des Endpunkts » 270«9'36',0i 

£s ist hierauf die Hauptaufgabe dieses Abschnittes auf die folgenden, 
durch die vorhergebende Rechnung gegebenen, Sltlcke anzuwenden, 

^ = 31<»36'28',2i , ^ = 47<'44'22',57 , A =: 15<»44'4'.91 

wo X der Unterschied aus den beiden eben gefundenen Werthen der- 
selben Grösse ist. Man erbalt nun 

oo' = \ 47» ST i 6* , ;fo « 20« 1' 22' 

(«')-««' = + 8" , (;f)-;fo = + 3' 25" 

(«' ) = 1 47» 57' 2 4" , (z) = 20» 4' 47" 

(y'j =: — 54» 1' i 3",1 , log sin (ßo) — 9.950409 

logcos(/?o) s= 9.654999 
logOu) = 7.124919 
(z/t») s= 1 ' 49M 1 , (o)) s= 1 5» 42' 54",02 

,«' = 1 47» 57' 28".1 9 , « = 1 37o 47' 1 5',63 , ;r s= 20» 4' 46",44 
Azimuth des Endpunkt« a: 31 7« 47' 1 5',63 

Die Unterschiede 

(r«'r= + 4',19, <>;k = — 0".56 
geben 

Jx = ^a=^a=0, V = — r,3, dlog/«=a + 0.0000t)7 

und hiemit wird schliesslich 

. o«20»2'24',41 

womit das sphäroidische Dreieck vollständig berechnet ist. 



76. 

Wenn man die eben erhaltenen Resultate übersichtlich zusammen 
stellen will, so muss man eine angemessene Bezeichnung einführen. 
Die reducirten Breiten der drei Ecken des Dreiecks sollen ß, ^, ^, die 
Winkel desselben bez. n, n, n', und die gegenüber liegenden Seiten 
o, a, a heissen. Die Azimuthe von a und a in n sollen mit a und a, 
die von a und a in n' mit a und a', die von o und a in n mit a und 
a^, endlich der Langenunterschied von n und n' mit k", der von n und 
n mit A', der von n und n" mit A bezeichnet werden, und hiemit erball 
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man die folgende Zusammenstellung, indem selbstverständlich die Drei- 
eckswinkel den Unterschieden der bezüglichen Azimuthe gleich sind, 

/?= 45« ß' = 310 36'28^21 , /f = 47U4'22",57 

a = 30 «; = 204 31 40, 54 . «/ = 270 9 36, 04 

«' = 108 a =147 57 28,19 , J^ = 317 47 15,63 

n = 78 »' = 56 34 12, 35 , n = 47 37 39, 59 

a= 20 2'24',41 , a' = 17 a ' = 15 

A = 15 41 4, 91 , V = 24 25 28, 61 , ^ = 8 44 23,70 

Hiernach kann dieses Dreieck leicht construirt werden. 



77. 

Im soeben berechneten sphäroidischen Dreieck lagen beide gege- 
bene Seiten auf derselben Seite des Meridians ihres Durchschnittspunkts, 
hier soll noch ein Beispiel gegeben werden, in welchem diese Dreiecks- 
seiten auf verschiedenen Seiten des genannten Meridians liegen, um auf 
die Umstände aufmerksam zu machen die in diesem Falle vorkommen. 

Gegeben seien die eine Dreiecksseite = 4^ mit dem Azimuth =: 1 0^ 
die andere Dreiecksseite =:3«30' mit dem Azimuth = 300^ nebst der 
reducirten Breite des Durchschnittspunkts s=b 30^ 

Mit den gegebenen Stücken 

^ = 30«, «=10«, a=4« 
und mit Altwendung von höchstens siebenstelligen Logarithmen, und 
den Reihen des Art. 31 giebt die Aufgabe des ersten Abschnittes 
ßT = 26«2'53",621 . a = 9«38'9",136 . A = 0« 46' 21 ",058 

Im zweiten Theile der Rechnung wende ich statt des Azimuths selbst 
die Ergänzung desselben zu 360^ an, und stelle also die gegebenen 
Stücke wie folgt, 

/J' = 30\ «' = 60% a = 30 30' 
womit auf dieselbe Weise wie vorher sich 

/S" = 28M2'2'.237 , a" = 58M9'20",909 , A = 3^26' 21 ".377 

ergiebt. Es ist nun hiebei zur Verbindung dieses Resultats mit dem des 
ersten Theils der Rechnung nichts weiter zu bemerken als dass man die 
beiden Azimuthe und den Längenunterschied als negativ betrachten 
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moss ; es wird daher namentlicb das wahre Azimutb des Endpunkts der 
zweiten geodätischen Linie nicht 1 80"-|-a", sondern 1 80® — a", und für 
den dritten Theil der Rechnung müssen die beiden Lttngenunterschiede 
addirt werden. Stellt man für diesen die gegebenen Stücke wie folgt, 

^ = 28M2'2',237 , /f = 26«2'53'\621 . A = 4M 2' 42*, 435 

so ist X positiv zu nehmen, und man bekommt die Azimuthe in ihrer ur- 
sprünglichen Richtung. Die Aufgabe dieses Abschnitts giebt , mit An^ 
Wendung der Reihen des Art. 59 

a = 61M0'38",279 , a = 59M5'3",306 , o= 4M9'9",248 

Um den Bogen K' des eben angeführten Art. möglichst genau zu erhal- 
ten habe ich mich bei der Berechnung desselben zehnstelliger Logarith- 
men bedient. Der Unterschied in dem Werthe desselben, welcher durch 
Anwendung von siebenstelligen Logarithmen und Durcbflührung der 
achten Stelle in den Interpolationen ergiebt, beträgt jedoch nur 0',008. 
Die Zusammenstellung des jetzt berechneten sphdroidischen Drei- 
ecks in der oben dafür eingeführten Bezeichnung giebt nun 

/?== 28M2' 2^237, z?' = 30« . ^— 26» 2'53',621 

«' = 12140 39,091, «=10 , «^ = 189 38 9,136 

«' = 6110 38,279, «; = 300 , «; = 239 15 3,306 

n= 60 30 0,812, n' = 70 ,11"= 49 36 54,170 

a= 4 , a= 4 19'9",248, a ' = 3 30 

A= 46 21,058, A' = 4 12 42,435, A" = 3 26 21,377 



Dritter Absclmitt. 

78. 

Da die in einem Dreiecksnetz beobachteten, oder gemessenen, 
Winkel, wenngleich mit der grössten Sorgfalt und Umsicht verfahren, 
und die besten Instrumente angewendet worden sind , dennoch keine 
absolute Genauigkeit besitzen, sondern mit kleinen Fehlern behaftet 
sind, so sind vor Allem diese Fehler auf eine angemessene Art auszu- 
gleichen , und dadurch das Dreiecksnetz zu weiterer Verarbeitung vor- 
zubereiten. Die Grundsätze nach welchen diese Ausgleichung erfolgen 
muss, können zufolge des jetzigen Standes der Wissenschaft nur die 
folgenden sein : 
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1) müssen die Winkel so ausgeglichen werden, dass allen geome- 
trischen (oder trigonometrischen) Bedingungen, die im Dreiecksnetze 
vorhanden sind, GnUge geleistet werde, und ausserdem muss 

2) diese Ausgleichung so beschaffen sein, dass die Summe der mit 
ihren bez. Gewichten multiplicirten Quadrate der Fehler der Winkel- 
messungen, die hierauf noch übrig bleiben, ein Minimum werde. 

Diese Aufgabe ist immer bestimmt, und zuerst von Gauss und 
B es sei fast zu gleicher Zeit, von Gauss jedoch ausführlicher, gelöst. 
Es ist nicht meine Absicht hier näher auf die Auflösung dieser Aufgabe 
einzugehen, sondern es soll nur in Betracht gezogen werden, wie ver- 
fahren werden muss um den trigonometrischen Bedingungen des Drei- 
ecksnetzes mit Sicherheit zu gnügen. Da die Dreieckswinkel auf der 
Oberfläche der Erde liegen, und die Grundlinien, die man misst um die 
absolute Länge der Dreiecksseilen zu erhalten, jedenfalls als geodätische 
Linien betrachtet werden können, so besteht jedes durch die Messungen 
erhaltene Dreiecksnetz aus sphäroidischen Dreiecken , und die trigono- 
metrischen Bedingungen, die zur Ausgleichung erforderlich sind, müssen 
der sphäroidischen Trigonometrie entnommen werden. 

Hiebei kommt der günstige Umstand in Betracht, dass alle Dreiecke, 
die unmittelbar gemessen werden können, in Bezug auf die Erdober- 
fläche und den Umkreis derselben sehr klein sind, und daher diese 
Dreiecksseiten als kleine Grössen erster Ordnung betrachtet werden 
können. Dieser Umstand veranlasst, dass alle wirklich gemessenen 
Dreiecke auf einfache Weise vom Ellipsoid auf die Kugel, und von der 
Kugel auf die Ebene reducirt werden können. Diese Reductionen kön- 
nen auf viele verschiedene Arten ausgeführt werden , z. B. durch Pro- 
jectionen, denen irgend ein Gesetz zu Grunde gelegt worden ist, aber 
unter allen möglichen Verfahrungsarten verdient dasjemge bei Webern 
den Vorzug, welches die Seiten der sphäroidischen Dreiecke unver- 
ändert lässt , und alle erforderlichen Correctionsglieder auf die Winkel 
überträgt. 

Im Art. iO wurde gezeigt, dass man die geodätischen Azimuthe 
oder überhaupt Winkel nicht unmittelbar durch die Beobachtungen er- 
hält, und es sind daher vor Allem die unmittelbar erhaltenen astrono- 
mischen Azimuthe und Winkel durch die erste Gleichung (53) auf die 
entsprechenden geodätischen hinzuführen. Die fernere Reduction vom 
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Ejlipsoid auf die Kugel , und von dieser auf die Ebene wird in diesem 
Abschnitte entwickelt werden. 

Nachdem durch dieses Verfahren die Winkel der sphäroidischen 
Dreiecke auf die Winkel ebener Dreiecke hingeführt worden sind, muss 
man sich zur Aufstellung und Anwendung der Bedingungen des Drei- 
ecksnetzes der ebenen Trigonometrie bedienen, und nach ausgeftihrter 
Ausgleichung bringt man durch entgegengesetzte Anwendung der vor- 
her schon angebrachten Correctionen die ausgeglichenen Winkel auf die 
spharoidischen, oder geodätischen zurück. 

Die Hinfübrung eines kleinen sphärischen Dreiecks auf ein ebenes 
von gleichen Seiten ist zuerst in ihrem grössten Theile von Legendre 
gegeben, und sein Resultat unter dem Namen des Legendre'schen 
Salzes Jedem bekannt. Später hat man diesen Satz weiter ausgeführt, 
und Glieder höherer Ordnung desselben entwickelt. 

Ein Ausdruck fUr die Reduction eines aus geodätischen Linien ge- 
formten Dreieckes auf dem Revolutionsellipsoid auf eins von gleichen 
Seiten auf der Kugel ist von Bosse I aufgestellt"^), aber nie von ihm 
bewiesen worden ; wenigstens habe ich in seinen Schriften keinen Be- 
weis davon auffinden können, und es ist mir auch nicht bekannt, dass 
irgend ein Anderer eine Ableitung desselben veröffentlicht hätte. Dieser 
Bessel'sche Ausdruck, welcher übrigens durch einige Schreib- oder 
Druckfehler etwas entstellt ist , betrachtet die Seiten des Dreiecks nicht 
als kleine Grössen der ersten Ordnung, sondern als geodätische Linien 
von beliebiger Länge, übrigens enthält er nur die mit e^ multiplicirten 
Glieder. Die zuletzt genannte Beschränkung ist, wie man weiter unten 
sehen wird, für die Anwendung von geringem Belang, wenn eine übri- 
gens zweckmässige Anwendung davon gemacht wird , aber der Aus- 
druck ist 80 zusammengesetzt , dass man ihn schwerlich wird fortwäh- 
rend anwenden können, und es scheint nicht, dass er sich ohne Be- 
schränkung seiner Ausdehnung vereinfachen lassen könnte. Bessel 
hat a. a. 0. eine Abkürzung desselben abgeleitet , die für Dreiecke von 
kleinen Seiten gelten soll, und ihn sehr vereinfacht, aber auch kaum eine 
sichere Anwendung zulässt. Wäre er bei dieser Abkürzung nur Einen 
Schritt weiter gegangen, und hätte auch die Glieder fünfler Ordnung 
berücksichtigt , während er nur die Glieder vierter Ordnung aufnimmt, 



*) S. Schum. Astr. Nachr. No. 6. 
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so wäre er auf einen auch einfachen Ausdruck von sicherer Anwend- 
barkeit gekommen; dieses ist aber von ihm nicht geschehen. Es wer- 
den in diesem Abschnitt drei ähnliche Ausdrücke abgeleitet, und daraus 
für kleine sphäroidische Dreiecke drei einfache Ausdrücke erhalten, die 
bis auf Grössen sechster Ordnung richtig sind. 

Die Verschiedenheit der astronomischen und der geodätischen Azi- 
muthe und Winkel überhaupt ist schon längst erkannt worden, und man 
hat ihre Unterschiede mit grösserer oder geringerer Genauigkeit ausge- 
drückt. Bessel hat dieselben durch einen Ausdruck angegeben'^), der 
mit der obigen ersten Gleichung (52) fUr identisch zu erachten ist, und 
von diesem Ausdruck hat er auch später eine Ableitung veröffentlicht**). 
Die zweite und dritte der Gleichungen (52) habe ich nirgends abgeleitet, 
oder angeführt gefunden, und dasselbe muss ich auch von den Funda- 
mentalgleichungen sagen, aus welchen ich sie abgeleitet habe. 

In seiner Theorie der krummen Oberflächen***) hat Gauss die 
Hinführung eines sphäroidischen Dreiecks auf ein ebenes, dessen Sei- 
ten dieselben Längen haben, mit weit grösserer Allgemeinheit ausge- 
führt, indem er zwar annimmt, dass die Dreiecksseiten kleine Grössen 
erster Ordnung seien, aber die Oberfläche, auf welcher das sphäroi- 
dische Dreieck gebildet ist, gänzlich unbestimmt lässt, so dass seine 
Auflösung auf jede beliebige Oberfläche angewandt werden kann. 
Diese Auflösung, so sinnreich und elegant sie auch ist, scheint mir 
dennoch etwas zu wünschen übrig zu lassen. Erstlich ist sie etwas 
complicirt, und dabei sind die Erklärungen so kurz gehalten, dass man 
nicht ohne Mühe zur vollständigen Einsicht in alle Theile derselben ge- 
langt und zweitens möchte man wünschen, dass die Reihen weiter ent- 
wickelt worden wären, damit ihre Anwendung eine ausgedehntere 
würde, da die Gaussischen Endformeln doch nur auf sehr: kleine 
Dreiecke angewandt werden können. Seine Entwickelungen gehiBn frei- 
lich alle eine Ordnung weiter wie seine Endformeln , aber wenn man 
diese Glieder zuziehen will, so stösst man drittens auf eine Lücke, denn 
man bedarf dazu der geometrischen Bedeutung der CoeflScienten, die er 
mit p, f\ f\ g^j g\ h^ bezeichnet hat, und diese ist in der Abhandlung 



*) Schum. Astr. Nachr. No. 3. 
*•) Schum. Aslr. Nachr. B. XIV No. 330. 
^] Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas. Göltiugae I8t8« 
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nicht gegeben ; diese Coefßcienten werden blos als die der Entwicke- 
lung der Function, die er mit » bezeichnet, nach den Potenzen von 
p und q definirt, und ihren Zusammenhang mit der Gleichung der Ober- 
Qäche lasst er unerörtert. 

Durch diese Umstände veranlasst hielt ich nicht für Überflüssig 
eine neue Herleitung der Ausdrucke , auf welche diese Aufgabe führt, 
zu versuchen, und die gefundene diesem Abschnitte einzuverleiben. 
Sie stellt die Endformeln alle durch Functionen dar, deren Coefßcienten 
man unmittelbar durch gewisse Differentiationen aus der Gleichung der 
Oberfläche erhalt, so dass die Anwendung auf jede beliebige Oberfläche 
ohne Weiteres ausgeführt werden kann. Die Anwendung meiner End- 
formeln auf das Revolutionsellipsoid von kleiner Excentricität ist beige- 
fügt, und durch Beispiele erläutert. 

Der Gang meiner Auflösung ist ein ganz anderer, wie der der 
Gaussischen. Ich wende um sie zu erhalten keine weiteren Grund- 
gleichungen an, wie den schon im ersten «Abschnitte abgeleiteten Aus- 
druck dh^ + m^dq^ des Quadrats des Lineareleroents auf irgend einer 
Oberfläche, und die dazu gehörige Bedingungsgleichung für die kürzeste 
Linie auf derselben Oberfläche, während Gauss zwei solcher Formen 
braucht, nämlich in seinen Bezeichnungen dr^ + m^d(p^ und n^dp^-^dq^ 
nebst den dazu gehöiigen Bedingungsgleichungen der kürzesten Linie, 
Die Einfllhrung des Krümmungsmaasses der Oberfläche, in dem Sinne, 
in welchem es Gauss in der genannten Abhandlung zuerst aufgestellt 
hat, ist auch in der ausgedehnteren, neuen Auflösung von wesentlichem 
Nutzen gewesen. 

Es ist noch eines wichtigen Umstandes zu erwähnen , welcher in 
dieser Aufgabe, wenigstens bei ihrer Anwendung auf das Ellipsoid von 
kleiner Excentricität, und wahrscheinlich bei jeder Anwendung dersel- 
ben mehr oder weniger, eintritt. Man wird weiter unten sehen, dass in 
den hier abgeleiteten Endformeln flir das Revolutionsellipsoid von klei- 
ner Excentricität nicht nur die Glieder vierter und fünfter, sondern auch 
zum Theil die sechster und siebenter Ordnung nicht von einander ge- 
trennt vorkommen, sondern in einander geflochten sind, indem sie sich 
auf verwandte Formen hinführen Hessen. Jede dieser beiden Gruppen 
bilden Glieder, deren Wcrthe in der Regel bedeutend abnehmen, mit 
anderen Worten, die Summe der Glieder vierter und fünfter Ordnung ist 
gemeiniglich weit grösser wie die Summe der Glieder sechster und sie- 
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benter Ordnung, und es kann voraus gesehen werden , dass dieses bei 
den Gliedern höherer Ordnungen in ähnlicher Weise stattfinden wird, 
wenn nur nicht Dreiecke von allzugrossen Seiten gewählt werden. 
Anders verhält es sich aber mit den Gliedern, aus welchen jede dieser 
Gruppen bestehen, die Glieder fünfter Ordnung sind nicht unbedingt 
kleiner wie die Glieder vierter Ordnung, sie können vielmehr grösser 
werden wie diese, und ebenso können die Glieder siebenter Ordnung 
grösser werden wie die der sechsten. Besonders bemerklich ist, dass 
diese Glieder selbst wandelbare, aber ihre Summen feste, Werthe an- 
nehmen, und man kann ganz kleine Dreiecke angeben, für welche dieses 
schon der Fall ist. Es folgt hieraus, dass die Erweiterung derGaussi- 
sehen Endformeln, die bei ihrer Anwendung auf das Revolulions- 
ellipsoid von kleiner Excenlricität die Glieder der vierten und der fünf- 
ten Ordnung enthalten würden, auf Glieder sechster Ordnung von gar 
keinem Nutzen gewesen wäre, sondern dass es nothwendig auch der 
Entwickelung der Glieder siebenter Ordnung bedurfte um Formeln zu 
erhalten, die wesentlich grössere Genauigkeit gewähren. Durch Aus- 
dehnung der Entwickelungen bis auf diese Grenze gelangte ich zu Aus- 
drücken, die auf die Auflösung von sphäroidischen Dreiecken angewandt 
werden können, deren Seilen bis 20^ lang sind. 

Den vorstehenden Erklärungen zufolge bin ich also allenthalben 
in dieser Aufgabe Eine Ordnung weiter gegangen wie Gauss im 
Allgemeinen, und zwei Ordnungen weiter wie Gauss in seinen End- 
formeln. Meine allgemeinen Endformeln sind bis auf Grössen der sech- 
sten Ordnung vollständig , und bei der Anwendung derselben auf das 
Revolutionsellipsoid von kleiner Excentricität folgen daraus Endformeln, 
die bis auf Grössen achter Ordnung vollständig sind. 



79. 

Nehmen wir zuerst die Reduction des sphärischen Dreiecks auf ein 
ebenes von gleichen Seiten vor. Die Seiten dieser beiden Dreiecke, die 
wir uns vorläufig in Theilen des Kugelhalbmesscrs ausgedrückt denken 
wollen, sollen mit a, b, c, die Winkel des sphärischen Dreiecks mit 
A, B, C, und die des ebenen Dreiecks mit A+JA, B+JB, C-^JC 
bezeichnet werden. Die Trigonometrie giebt hierauf die beiden folgen- 
den Gleichungen 
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(95) . . siabsiDccosil as cosa — cosbcosc 

bccos{A+JA) = _la^ + i-62 + lc2 

Die Entwickeluog der zweiten io Bezug auf ^1, und die Yergleichung 
derselben mit der ersten führt auf die folgende 

sin6sincsinA.^^ + ysinfrsinccosil.^A^ = K 
wenn 

gesetzt wird. Aus den Reihen 

sina = a(l — -5-a2+j^a* + • .) 

cosa = 1 — yö^+^ö* — Tiö^^ ± • • • 
folgt aber leicht, wenn man sie auf b und c anwendet, 

cos 6 cos C ass 1 — y fc^ — _ c^ -I- _ 5* -I- — ^2^2 + — c* 
720 '^ ki^ ^ 48^ ^ 7»0^ 



sin b sin c 

woraus 



6^ — ^ ~ 6 '^ 6 ^ ^ÜQ^ ^^36^^ ^^JO*^ 



folgt. Die Gleichung (95) giebt aber 

sin ^6 sin ^c sin *M ^ 1 — cos^a — cos ^6 ^ cos ^c + 2 cosa cos 6 cos c 
die durch die Substitution der obigen Reihen in 
sin^fcsin^csinU = —l.a' + ^an^+ ^a'c^—^b' + ^b^c^ — ^c' 

+ la«— -^a*62-laV-^a^6* — |a»6V-iaV 

übergeht, und die Division des vorstehenden Ausdrucks von fC durch 
diesen giebt 

ä:= — |sin26sin2csin2ijlH-j^a^ + 5^6^+^c2J 

Da nun in dem mit JA^ multiplicirten Gliede des oben für ^A erhal- 
tenen Ausdrucks die Substitution 
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sin^sinccosil = — Ya^ + yt^ + yC^ 
ausreichend genau ist, so erhält man 

sin fr sine sin ^.^il — -^-(a^ — fr^ — c^)JA^ 

= -|sin2frsin2csinUJH.^a2 + ~fr2^.1.^j 

woraus auf bekannte Art 

JA = — ~sinfrsincsinAJ'l + j^a2 + ^fr2+j^c2J 
folgt. 

80. 

Um den eben erhaltenen Ausdruck für JA von der Fläche des 
sphärischen Dreiecks abhängig zu machen, gehe ich von der bekannten 
Gleichung 

aus, in welcher diese Fläche mit A bezeichnet ist. Setzt man 

io + Ä + C= 180« 
so wird il=:ilo+ A» w^d 

sin A ^ sin ilo + A cos -Ao — y A^sin Ao 

cos A Ä cosAo — A sin Ao — Y A^cos Ao 

Die trigonometrische Gleichung 

cosfrsinAsinC = cosÄ + cosAcosC 
wird hiedurch 

^^^Lfä m A COS-^o * A 2\ i * COSC 4 .«cos J» cos C 

cos6(H.A5si;-T A') = ^ - A^Ec-TA %ui^smc 
deren Entwickelung bis auf Grössen sechster Ordnung 

nrko A — >l A 8'P^ _i_ ^ A 2 ^Q^^ _L A 2 COS -^ »'P ^ 

CO80 _ 1 — agia^8iiiC"*"T^ sin^sinC"*" ^ sin^sinC 

giebt. Es wird also auch 

sm2fr = 2^-j_j_^ji_-^_g_ A-inii;-TA 8i„^3i^e | 

und eliminirt man hieraus A innerhalb der Klammern durch die bis auf 
Grössen vierter Ordnung richtigen Gleichungen 

= yacsmö = y frcsmAo = y fr^ 2iB 
und cosB nebst cosAo durch 
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occobB = ±0»— l6»+|c2 

bccosAo= — yO^ + yft^+YC* 
dann ergiebt sich 

und ebenso, oder durch blose Yertausclning der Buchslaben wird 

Diese beiden Gleichungen geben 

sinfcsincsinio = 2^ H + T^^""T^^~T ^^ I 
aber 

sin fr sine sin yl^ = sin fr sine sin A ^ ^bc cos A^ 

= sin fr sin csin A + y ^ (a^ — fr^ — c^ 
und folglich wird 

sinfrsincsinA = 2A j< — T^^~T*^— T ^M 
Hiemil kann man A in ^^^ ^^ vor. Art. erhaltenen Ausdruck für JA 
einfuhren, und durch Verfauschung der Buchstaben erhält man hierauf 
ahnliche Ausdrücke für JB und z/C. Nehmen wir jetzt an, dass diese 
Ausdrücke die WinkeUinderungen in Secunden angeben sollen, so muss 
A auch in Secunden ausgedrückt werden, und nimmt man femer an, 
dass die Dreiecksseiten in irgend einem Lincarmaasse ausgedrückt seien, 
so muss man sie mit dem in demselben Maasse auszudrückenden Halb- 
messer der Kugel, den ich mit R bezeichnen werde, dividiren. Die Aus- 
drücke fUr JA, JB, JC werden demnach die folgenden 

(96)'. \ JB^^^^\\^^.^^.^^\ 

LSisst man hierin die Grössen vierter Ordnung weg, so entsteht daraus 
der bekannte Legen dre*sche Satz, und ausserdem bekommt man aus 
denselben 

^A + ^ß + z/C = — A 
welche Gleichung sich von selbst versteht. 
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81. 



Wenn die Dreiecke nicht grösser sind , als dass man in den Aus- 
drücken (96) mit den Gliedern niedrigster (zweiter) Ordnung ausreichl, 
so ist es auch ausreichend 

A = ^^sinA, oder = r^.sinÄ , oder = r^sinC 

zu setzen, wo wieder r = 206265' ist, sind aber die Dreiecke so gross, 
dass die Glieder vierter Ordnung der Ausdrücke (96) merklich werden, 
so muss A» utn die zu erreichende Genauigkeit nicht illusorisch zu 
machen, genauer berechnet werden. 

Ich will hievon Gelegenheit nehmen die einfachen und strengen 
Ausdrücke für den sphärischen Ueberschuss, die man immer noch selten 
in den Handbüchern findet, auf kurze Weise abzuleiten. Nehmen wir 
wieder die Gleichung 

A + B + C^ i80<>+ A 
vor, dann kann man die allbekannten Gleichungen, die dazu dienen um 
aus den gegebenen Winkeln eines sphärischen Dreiecks die Seiten zu 
erhalten, wie folgt stellen, 

sin Y A cos Y(il + ß — Cj = sinAsinBsin^yC 

sin— A cos ^(A — Ä+C) = sinlsinCsin^yt 

sinßsinCcos|a = cosy(A-i-ä— C)cosy(A— Ä-i-C) 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen, Seite für Seite, mit einandei^ 
so erhält man , nach Ausziehung der Quadratwurzel aus dem Produkt 
sogleich 

cosyasiny A = si^l-^swiY^^*"'^ • ' • (®') 
die nach der Division durch cosy^ schon eine einfache und strenge 
Formel zur Berechnung des sphärischen Ueberschusses wird. Sie ist 
indes nicht allgemein anwendbar, da sie in den Fällen, in welchen sich 
A laicht sehr weit von 1 80^ entfernt, nur wenig genaue Resultate geben 
kann. Man kann sie aber durch die folgende Umformung auf alle Fälle 
anwendbar machen. Sie giebt zuerst 

cos^Yacos^YA = cos^-j-a — sin^—ftsin^-l-csinU 
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deren rechte Seite durch Zuziehung der Gleichung 

cos a = cos 6 cos c + sin 6 sin c cos A 
zu einem vollkommenen Quadrat gemacht werden kann. Diese letztere 
verwandelt man leicht in 

cos^—a = cos^Y^^^^^T^'^'^'^^T^^^'^^T^ 

+ 2 sin y 6cos Y sin 6 yccos yccos A 

und eliminirt man hiemit cos^ya aus der rechten Seite der vorher- 
gehenden, so ergiebt sich nach der Ausziehung der Quadiatwurzel 

(98) cosyacosy A = cosy fccosy c-f- siny6sin yCCosA 

Die Division der (97) durch diese giebt 

I tgyfttgycsioi 

tgyA =7— TT— i 



die in allen Fallen ein möglichst genaues Resultat gewährt , und sich 
überdies in eine, nach einem sehr einfachen Gesetz forlschreilende Reihe 
auflösen lasst, von welcher jedoch hier abgesehen werden soll. Es 
giebt aber noch eine einfachere Formel fUr die Berechnung von Ai die 
sich aus den vorhergehenden auf folgende Weise ableiten lässt. 

Eliminirt man A aus der (97) durch die folgenden bekannten Glei- 
chungen 

cos j A 8iii6 8ioc ' ^'" T'* — Binbsiac 



WO «ssy (a+6-i-c) ist, so ergiebt sich 



(99) . . cos|asinlA = Z^'»^^»» »-a)s»n (.-6)310 (.^o 



S cos y 6 cos y C 



eliminirt man auf gleiche Weise auch A aus der (98), so wird 

cos|acos|A = cos|(6+c) + -^!5^ 

Ä cos y 6 COS y C 

und durch Hülfe der identischen Gleichungen 

2cos^y A = COSy A + ^ 

COSya-l- C0Sy(6+c) = 2C0Sy « COS y («— a) 

entsteht hieraus 
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4 4 C09 — frCOSY^^+^'^T'^^^Y^'***' i i 

COSyaCOS^y^X = i } COSY«COSy(« — a) 



008^6008^0 



Es sind aber auch 

cos Y 6 cos y c = Y COS Y (6+c) + y cos j (6 — c) 

Siny« SlDy («— a)3B yCOSya — y^^^y(^"*"^) 

COS y («—6) cos y {S—C) = y COS y a + y COS y {b—c) 

identische Gleichungen , und vergleicht man diese mit dem vorstehen- 
den Ausdruck für cos y a cos^y A » so wird man ohne Weiteres ge- 
wahr, dass daraus 

^ ^ cos y # COS y (l-tt) COSy (#-6) 008 y (l-C) 

COSyaCOS^yA = 4 j 

C08 -^ 6 COS -r- C 

folgt. Dividirt man die (99) mit dieser, so ergiebt sich schliesslich durch 
eine einfache Reduction 



tg|A =/lg4-*tgT(*-a)tg|(*-6)lg-l-(*-ü) (100) 
die auch stets sicher angewandt werden kann. 



82. 

In der Geodäsie wird man wohl selten in die Nothwendigkeit ver- 
setzt werden, von den eben abgeleiteten Formeln zur Berechnung des 
sphärischen Ueberscbusses Gebrauch machen zu müssen, sondern sich 
in den Fällen, in welchen die zu Anfang des vor. Art. angerührten Nähe- 
rungsformeln nicht ausreichend befunden werden sollten, mit einem 
Ausdruck begnügen können , welcher denselben Grad der Genauigkeit 
besitzt, wie die Ausdrücke (96), mit anderen Worten, welcher bis auf 
Grössen sechster Ordnung richtig ist. Einen solchen kann man leicht 
aus der Gleichung (97) ableiten, und es macht wenig Mühe in demsel- 
ben auch die Glieder sechster Ordnung mit aufzunebmeo, weshalb dieses 
hier geschehen soll. Bekannte Reihen sind 

Abhandl. d. K. S. Gesellich d. WisuMch. XIII. 8 
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«ol6«=lfc(l-l6^+^6^) 

wenn man der Kürze wegen den Divisor R und dessen Potenzen weg- 
lasst, die schliesslich leicht hinzugefügt werden können. Multiplicirt 
man die beiden ersten Reihen mit einander, und dividirt das Produkt 
mit der dritten, so bekommt man in Folge der (97) 

sin Y2\=x^^sin AJ 1 + ~ a2— ~ 6' — - c^ 

^884** 492**^ 492***^ ^4920*' ^576*'*^ ^4^20^) 

Aber mit hier hinreichender Genauigkeit ist 

und 

A^ = jfrVsin^A^ yfccsinATyfcc sin aV 

Eliminirt man hier die Function innerhalb der Klammern durch die 
Gleichung 

so wird 

Die Substitution dieser Ausdrücke in den für sin y A i und die Ergtto- 
zung der oben ausgelassenen Divisoren giebt sogleich 
A = |6csinA j 1 + ^ _ ^-^. _ j^ 

"*"96Ä* 480Ä* "•" 444Ä* 480 Ä* ) 

woraus durch die Vertauschung der Buchstaben die folgenden hervor- 
gehen : 

480 Ä* "•" 96ft» "•" 444Ä* 480 Ä* 
480 Ä* 480 Ä* "*" UTTF "*" 96 A* 
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Diese Ausdrucke sind bis auf Grössen achter Ordnung genau, und es 
ist in denselben vorausgesetzt dass A ^^ demselben Linearmaasse aus- 
gedrückt werde wie die Dreiecksseiten. 



83. 

Mit Uebergehung der Glieder sechsler Ordnung lässl sich hieraus 
noch ein Ausdruck iUr A ableiten, welcher sich besonders zur An- 
wendung eignet. Setzt man zur Abkürzung, und um A iQ Secunden 
ausgedrückt zu erhalten 

(Aa) = 5^ fec sin A 

und nimmt auf die folgenden Ausdrücke, die bis auf Grössen vierter 
Ordnung richtig sind, Bedacht 

g* 8(Ao)8inil . ^ %{^a) sinB , ^ %(^a)s\nC 

H* "" rsiaBsinC * R* "^ rsiDilsiiiC ' /? "^ rsiOilsiQB 

so wird der erste der Ausdrücke für A des vor. Art. 

. /. V (Ao)* 8 8in*i4 — sin'S — 8in*C 

A — lA«; + 4j^ • sinAsxnBsmC .- « 

Da aber jetzt in den Gliedern vierter Ordnung 

A + B + C= 180» 

gesetzt werden darf, so wird, wie leicht zu beweisen ist, 

sinM — sin^Ä — sin2C= — 2cosAsinÄsinC 

und man bekommt folglich 

A —(Ad\ j.iM-*_!!5±__(^cotff A 
A— \Aöj+ er slnBsinC 6r ^^V ^ 

zur Anwendung in den Ausdrücken (96) hinreichend genau, da er bis 
auf Grössen sechster Ordnung richtig ist. Durch die Vertauschung der 
Buchstaben erhalt man hieraus die folgenden 

(At) = -^ac sin B 



und 



(Ac) ssr-^afc sin C 

A f A A^ ( Ac)* 8inC (Ac)» ^.^ p 

Unter diesen drei Systemen von Formeln kann man in der Anwendung 
beliebig wählen. 



8^ 
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8*. 

Die ahnliche Reduction des sphdroidischen Dreiecks auf dem Re- 
voiutioDsellipsoid auf das sphärische lässt sich nicht so einfach aus- 
fuhren, obgleich das Resultat derselben, wenigstens bis auf Grössen 
sechster Ordnung, sehr einfach ist, und in der Form Aehnlichkeit mit 
dem vorhergehenden hat. 




In der vorstehenden Figur sei P der Nordpol des Ellipsoids , PA, 
PB, PC drei Meridiane, auf welchen die Ecken des allgemeinen sphä- 
roidischen Dreiecks DEF liegen. Die reducirten Breiten dieser Ecken 
und die Längenunterschiede derselben seien 

PI) » 90» — /? , APB « A' 

PE = 90» ~ ß' , BPC mt X 

PF ^ 900 — /J\ APC^s^X" 

Die Dreiecksseiten und Winkel seien 

FE^ G . FDE = n 
DF^a\ DEF = n 
DE=za\ DFE = n 

und es wird angenommen, dass diese Seiten in Bogentheilen des Aequa- 
tors ausgedruckt seien. Die Azimuthe sollen wieder alle vom Südpunkt 
des Horizonts in einer und derselben Richtung durch den ganzen Um- 
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kreis gezählt werden , wendet man daher auch in Bezug auf diese die 
im Art. 76 eingeführte Bezeichnung an» so wird 

ADF = a , BFE=a^ , FEP + 180« =ä a^ 

ADE = a\ DFP-h180« = a;, D£P+180<>=a; 

Man erkennt hierauf leicht aus der Figur dass 



n ^ a 


— a 


»'«« 


— a 

1 


n" «= «; 


— a. 



so wie 

A" = A + X 

Die im Vorgehenden eingeführten Hülfsbögen % und o) sollen auf die^ 
selbe Weise theils ohne Striche, theils mit einem, theils mit zwei Strichen 
bezeichnet werden. Auch wird jetzt 

0) SB A + /J(o 
w' SB A' ■+• Jta 
m" S5C X" + z/w" 



85. 

Bildet man nun für je zwei der Dreieckspunkte DEF das im Art. 27 
eingeführte sphärische Dreieck, so wird man drei sphärische Dreiecke 
erhalten , in welchen die Seiten und die gegenüber liegenden Winkel 
die folgenden sind. 



zu FPiF gehörig ^ ^^^ .on 



"8|-1I 

zu DPF gehörig ,..,_^'^, -.., I . 

I — 180* + «, , ISO« — « , fi) 



,v«r, . . f 900 — /?' , 



ZU ^ ^ 



900 - /y , / 

800 + «". a>" 



Von den in diesen Dreiecken statt findenden Relationen werden fUr 
unsern Zweck die folgenden gebraucht. 
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6io X 810 a OB cos ^ sin od' 
sinjf'cosa s=s — cos/S sin/J^' + sin/Jcos/J^'cosw 
sin X sin a s= cos ß! sin o>" 
sin;f"cosa"= —cos/? sin/y + sln/ycos/J^ cosco" 
cos jf' ^ sin /? sin /S" + cos ß cos /J" cos «' 

cos X — sin ^ sin /f + cos /? cos /S' cos <o" 

cosjK SS siD/9's]o/?"+cos/J^cos/J^'cosoi 

aus welchen, wegen n ss a" — a leicht 

cos;if'cos/+siBx sin ;f"cosn=: cos ;f+ cos/S' cos /J"{cos(<o"—«»')—cos«j 
folgt. Sei nun 

<F = ;f ■+• i^a , c SS X + Jfi , <i ' s= jf" + -^«" 
so ergiebt die oben erhaltene Gleichung 

cos (a — Jül) cos (a" — ^a") + sin (a — ^a) sin (a" — .^a") cosn 
^ cos (a — ^a) + cos /^ cos /J" jcos (Ä + ^co* — z/o)') — cos (Ä + ^/w) j 

welches eine strenge Relation im allgemeinen sphäroidischen Dreieck ist. 
Nehmen wir nun ein sphärisches Dreieck an, welches dieselben Seiten 
wie das spharoidische, aber die Winkel n-^- Jn, n + ^n, n + Jn 
hat, so giebt dieses die Gleichung 

cos a cos a" + sin a sin <! cos (n + ^n) ^ cos a 

und aus diesen beiden Gleichungen muss der Ausdruck von Jn er- 
mittelt werden. 



86. 

Entwickelt man die beiden eben gefundenen Gleichungen indem 
man blos auf die erste Potenz der mit vorgesetztem ^bezeichneten 
Incremente Rücksicht nimmt, so wird die Gleichung des sphäroidischen 
Dreiecks 

cos a cos üi + sin a sin <! cos n 

+jsin;if'oos/ — cos;if' sin /cosn }^a'+ { cos /sin/ — sin/ cos/cos nj^/d' 

= cos a + sin^^a + cos/J'cos/J^sin « { Jtü + J^ — //cö" } 

da man wegen der Uebergehung der Quadrateder Incremente x« /» t^ ^^ 
bez. statt a, a , o\ X setzen , und überhaupt die CoefScienten der Incre- 
mente so behandeln darf, als gehörten sie dem sphärischen Dreieck an, 
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welches die Seiten Xt i^ % und die Winkel n, n\ n hat. Dieses Drei* 
eck giebt aber 

sin^fcosn" s= sin /cos/ — cos /sin/ cos n 
sin % cos n = cos / sin / — sin / cos / cos n 
und folglich geht die vorstehende Gleichung in die folgende über, 
cos Q cos Q + sin a sin q cos iH- sin jj cos n Jd + sin % cos n Jq 
= cosa + sinx^ö + cos^cos/f {Jto + Jta — ^co''} 

Die Gleichung des vor, Art. für das correspondirende sphärische Drei- 
eck wird durch ein einfaches Verfahren 

cos G cos o" + sin d sin a* cos n — sin / sin/ sin nJn =b cos a 

und wenn man erwKgt, dass in dem jetzt eingeführten sphärischen Drei- 
eck die Relationen 

B\nx 9\xix g'Py '» - ^ 

sin fi "" sinn' "^ sinn'' 

Statt finden , so erhält man aas dem Unterschied der beiden eben ent- 
wickelten Gleichungen 

^'^ .mn'.inn" {»P»,lE:^--S'"« COS» SJ^-COSfl Sinn ^ 

_ cos^'cos^'sin fi> ( > . > ' v " J 

-^- sin;^ 8in;r--s»nn- j z/co -h z/(0 - ^0) |. 

Auf dieselbe Art bekommt man ausserdem 

^»^ ^ sinnsinnM '^°^iÜ^""^^'^'^°^ i^^, - Sin 11 COS 11 -^f 



siu/j 



cos/SCos/f' sinftiM 



^» = Sinn Sinn' ( «l"^ iHTp " «^° " ^^' '^SS]^-" ^^«^ ^'"^ sTir?! 
8in/'8iD;^"sinn(^'"^^ "^ ) 

Ich bemerke hiezu, dass die dritte dieser Gleichungen aus den 
beiden andern deshalb nicht durch die Yertauschung der Buchstaben 
erhalten werden kann , weil die Gleichung A* ss A + ^ die betrefTende 
Vertauschung nicht zulässt. 



87. 

Die Rednctionen, die zur Entwickelung der eben erhaltenen Glei- 
chungen erforderlich sind, führen sich weit leichter aus, wenn man statt 
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des bis jetzt betrachteten allgemeinen sphSroidischen Dreiecks das be- 
sondere Dreieck betrachtet, in welchem die eine Seite eio Meridianbogen 
ist. Der Uebergang vom besonderen zum allgemeinen Dreieck ist nach 
dem Schlüsse der Entvvickelungen leicht zu bewerkstelligen. 

Man verlängere die Dreiecksseite FE der Figur des Art. 84 bis in 
6, wo sie den Meridian PA schneidet und bezeichne die reducirte 
Breite dieses Durchschnittspunkts mit fr, so wie den Winkel PGE mitm. 
Hiemit hat man das besondere sphäroidische Dreieck EDG erhalten, in 
welchem, ausser den schon eingeAlhrten Beziehungen die Seilen 

EG^ S, DG^ S' 

gesetzt werden sollen. Die zu S und S' gehörigen, dem Bogen % ana- 
logen, Bogen sollen q> und q> genannt werden. Da nun ausserdem der 
Dreiecks Winkel n in a übergeht, so verwandelt sich die Gleichung des 
vor. Art. für Jn in die folgende, 

(101) Ja' = -r^ jsin a'^f- - sinn' cosm^^^ cosnsinmjg,| 

indem jetzt Jui! ^ ist, da die Punkte D und G in Einem Meridian 
liegen, 

88, 

Nehmen wir die Gleichung (17) vor, die mit Uebergehung der mit 
e^ und e^ multiplicirten Glieder folgender Maassen gestellt werden kann, 

und in welcher, der genannten Uebergehungen wegen, Äc ss e sin /So an- 
genommen werden darf. Eliminirt man hieraus /So und q> durch die 
Gleichungen (1 5), so nimmt sie die folgende Form an, 

a=M — \ ^ — ye^cos^/^sin^a jx+7^^(s'o^/^ — cos^/?'cos^a')sinxcos;i[ 

— Y «^ sin /J' cos /J' cos a sin ^ ;if 

wo den Bezeichnungen des ersten Abschnittes gemäss ^ und a dem 
Anfangspunkt von a angehören. Aendert man nun diese Bezeichnungen 
in die hier eingeführten ab, und bedenkt dass 2!' ein Meridianbogen ist, 
so findet man leicht dass 
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um JS zu erhalten 

/?' in u;, «in 180® — m, ;f in y 
um JS' zu erhalten 

/J' in /? , a in , ;f in y' 
um /^a" zu erhalten 

/S' in /?, a in a", ;|r in / 
verwandelt werden müssen. Man bekommt daher die folgenden Aus-- 
drücke, ^ -^^ = _ ± eni + cos %(; sin 2|w)-J^ 

-H-j-e^(1 — COS ^(2 —sin ^m)) cos 9 

+ -5-6^ sinw cosiü cos m sin (p 

^ = — 4- c^-X,- + I e^i — 2 cos^/?) cos <p' 

— yC^sin/ycos/Ssing)' . .. . (102) 
5^=_l,2(i+eos^/?sinV)^ 

+ -J-6^(1 — cos*/S(2 — sin^a'^jcos/ 

— Yß^sin/Scos/Scosa'sin/ (103) 

Da nun hier 

W sss ß — (jp' 

wird, 60 erhält man 

cos%«^ = cos*/? + 2 sin/? cos/? sin (p cosqp' + sin V — 2 cos */?sin V 

sin w cos tt;=sin/? cos/?+sin9 cosqp' — 2 cos */?sin ipcostp' — 2sin/?cos/?sin ^ 

Eliminirt man hiemit w aus dem vorstehenden Ausdruck für z/^, und 
nimmt auf die Gleichungen 

cos a sin / = cos qp sin q/ — sin 9) cos (p cos m 
cos / ^ cos g) cos qp' + sin (jp sin y'cos m 
Rücksicht, so bekommt man sehr leicht den folgenden Ausdruck 
^«-^e.(H.sin%,siaV)£^-ic»cos^/?(1-2sinV)sin%,.-|^(104) 

— Y e* sin/? COS /?sin%» sing)' cos qp'^r|^ 

+j ^ jcos qp + sin^w COS9 sin V — 2 cosa'sin y'sin/j 

— y e2cosV|2cosg)-sin%ncosqp+2sin%cosqpsinV- 4cosa"sinqp sinx"} 
+ j^e^sin/?cos/?|cosmsin<)p — 2sin9)'cos/+sin%cos9)sinqp'cos9)'| 
der hiemit zur Substitution in (101) vorbereitet ist. 
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89. 



Die Gleichung (20) wird Dach der Eh'mination von ßo , und wenn 
man nur das mit e^ multiplicirte Glied beibebSklt, 

J(o = Y e* cos /f sin a . % 

wo die Bezeichnuogen wieder die des ersten Abschnittes sind. Darch 
Einführung der hier festgesetzten Bezeichnungen ergiebt sich aus diesem 
Ausdruck 

J(o = Y ^^ cos ic; sin m . 9) 

Jto^s, y e* cos ß sin a . % 

also nachdem w durch die Gleichung 

cos w =s cos /J cos 9 + sin ß sin tp 
eliminirt worden ist, 

Jto — J(o = _± eJcos/Jsina'sin/j-jif^ — ^ cosy' j 

+ Y «2 sin /? sin a" sin 9' sin / -jT^ 

wenn man auf die jetzt statt findenden Relationen 

sin y _^ sin tp' __^ siniT^ 
sin o" "" sin n' "^ sin m 

Rücksicht nimmt. Da ferner 

cos z?' sin CO 3SS sin m sin 9 
ist, so bekommt man 

cos/9'cosu; sino _^ co8w 
Bio </' sin y sinn' """ siny' 

und wenn wieder w eliminirt wird, 

. cos^costosin« . ^ ^ cos y' 

-7-^--: — -jT-: — r = Sm ß + cos p -: — ^ 
sin 9 sin ;^' Sinn' r ^ r gm y' 

Die Mulliplication giebt hierauf 

fii\vt\ cos Ä' cos tu sin « / ^ v "\ ^ >.2>.:« "«:^ ' «:-. " V 

(1 U5) . ^ . — 5^-: — z [jj(a — ^</w ) SS — e^sin a sm cp sm % -r^— 

^ ^ sin y Sin/" sin n' ^ ^ « ^ ^ sin y 

-F^^cosV(«-^,^Fcos,>'|,^^ 

— |e2sin^cos/?jsina"sin/jj|^,— ^ 

womit die Ausdrücke aller aus (101) fortzuschaffenden Functionen er- 
langt sind. 
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90. 

Die Substitution der Ausdrücke (102), (103), (104), (105) in (101) 
giebt nun Ja in folgender Form, 

-r- e» — ö* C08 V 



und wenn man die Ausdrucke der CoefGcienten so theiit, dass (1), (2), 
(3) die Bögen 9, 9', % enthalten, die (4), (5), (6) hingegen davon unab- 
hängig werden, so findet man 

(1)=: — sina"(1 — sin^msin2y')jj^ + sinn'cosmj7~-7+cosn'sinmjj^ 

(2) = _2sina'sin2mcoS(p'{^^ SL^cosg;' 1 

(siDjf" 8109 ^ ) 

— sin a sin %» ^ ■+• sin V cos fi sin m -J^, 

(3) = — sina"sinn'sinmsin/j_^ ^ cos ^\ 

(4) = sin a' cos 9) — sinn' cos w cos qp' — cosn sinmcos/ 
-+• sin a sin %t cos qp sin V — 2 sin a ' cos a sin qp' sin / 

(5) SB5 — 2 sin a cos qp + 2 sin n cos m cos qp' + 2 cos n sin m cos / 

+ sin a sin %» cos 9 — 2 sin a ' sin % cos qp sin V 

— sin V cosn sin m cos / + 4 sin a" cos a sin qp' sin / 

(6) = sin a cos m sin qp + sin n cos m sin qp' + cos a cosn' sin m sin / 
-+• sin a sin ^ cos 9 sin qp' cos qp' — 2 si n «" sin q> cos / 

die noch auf ihre einfachste Form hinzuführen sind. 



91. 

Zur Reduction des Coefficienten (1) bemerke ich, dass die sphft* 
rische Trigonometrie die Gleichung 

sin a cos q>' = cos n sin m + sin n' cos m cos 9 

giebt, und dass identisch 

1 — sin % sin V = cos V + cos %i sin^ (p' 

ist. Hiemit erhält man leicht 
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sin a" (1 — sin hn sin V) cos y'=s cos n sin mcos ^9'+ cos n'sin m cos% siny 

+ sinn' cos m cos 9 (1 — sin ^ sin ^q)) 
Aber die Trigonometrie giebt auch 

cos qp = cos 9 cos x" ■+• sin (p sin x" cos a" 
cos a" 3s — cos n cos m + sin n sin m cos 9) 
woraus 

cosqp(1 — sin%sin V) = cosg)'cos/ — cosn'cosmsiny'sin/ 

folgt. Setzt man diesen Ausdruck in das letzte Glied der vorstehenden 
Gleichung, so wird alsbald 

( 1 07) sin a ' (1 — sin %» sin ^ 9?') ^s cos n sin m cos q>' + sin n' cos m cos x 

womit 

0)= isT&~sTf;?^^S9' j cosn'sinm+ jj^ 

erhallen wird. 

Den Ausdruck des CoefGcienten (2) bringt man zuerst leicht auf 
die folgende Form 

(2)==_6ina«n%ncos(jp'j^_^<;os9J-sina''sinn 

+ sina'sinm{sina''co8n' — sinmcosyj^j^, 

und wendet man hierauf die trigonometrische Gleichung 

sin mcos <)p' SIS sin a* cos n' + cos a' sin n cos/ 
an, so ergiebt sich 

(2) = — sina'sin^mcosqp' \-^, — -^cosy' j 

— sin a ' cos a" sinn sin »iit^, — «ina'sinn sinmsinop'sin/ —: 

Der Coefficient (3) bat oben schon seine einfachste Form. Fttr den Coef- 
iicienten (4) nehme ich die Gleichung (107) vor, die ich wie folgt stelle, 

sina" ^ cosn sinmcosy' + sinn'cosmcos/ + sina''sin%tsin V 
und eliminire damit das Glied sin a" cos 9 des Ausdrucks ßlr (4), wodurch 
(4) = — sinn cos fn(cos9}' — cosqpcos^") — cos n'sin m(cos/ — cosycos^jp'] 

+ 2 sin a sin %i cos tp sin ^ — 2 sin a cos «"sin (fsxn x 
entsteht. Aber die Trigonometrie giebt auch 

cosqp' ^ cos qp cos/ + sin (]p sin/ cos n 
cos / = cos q> cos ql + sin 9) sin 9 cos m 
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Durch Hülfe dieser, so wie der Relationen zwischen den Sinussen der 
Seilen und denen der Winkel gehl der vorsiehende Ausdruck in den 
folgenden über, 

(4) =: — 2sina'sing)'sin/jcosa'+cosn'coBm — sinn'sinmcosyj 
= 
da auch 

cosa' = — cos«' cos m + sinn'sinmcosqp 

ist. Diese letzte Reduction hat uns auf die folgende Gleichung geführt, 
sin a cos qp — sin n cos m cos if — cos n sin m cos / 
= — sina"sin%icosqpsinV + 2sina"cosa"sinqp'sin;f" 

und benutzt man diese um die drei ersten Glieder des Ausdrucks von 
(5) fortzuschaflFen, so wird sogleich 

(5) = sina"sin»w|sinmcosg) — sina'cosn cos;^"} 
= sin a" cos« 'sinn sin m 
indem die Trigonometrie auch 

sin m cos qp = cos a sin n' + sin a cos n' cos % 
giebt. Vermittelst der Anwendung der Gleichungen 

cos 171 sin qp sss sin qp' cos % -*- cos 9 sin % cos a 
cos m sin qp' = sin qp cos % — cos qp sin % cos n 
cosa'sin;^" = cosqpsinqp' — sin qpcosqp'cosm 

auf die drei ersten Glieder des Ausdrucks von (6), erhalt man ohne Muhe 
(6) := — sina"cosqp'sin;f"jcosa"+cosn'cosm — sinn' sin m cos qp} 

womit die Reductionen ausgeführt sind. 



92. 

Substituirt man jetzt die im vor. Art. erhaltenen Ausdrücke der 
Coefficienten (1) bis (6) in (106), so ergiebt sich, wenn man zur leich- 
teren Uebersicht die Bezeichnungen 
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A =s \t^ — ;i?--cosg)'l colgn + (-7^ ~ cosy'icotgm 

(sm/ siD^ ^ ) sinn ^ 

+ M — ^^1 sina'cosa" — ^T^sina'sioy'sinx" 

einführt, 

Ja" = 4-e^A + -J-e2cos2/?.Ä+.ie2gin^cos/J.C 

Es ist hiebei zu bemerken , dass wenn man die Seiten des sphäroidi- 
schea Dreiecks als kleine Grössen ersler Ordnung betrachlet, die beiden 
ersten Glieder dieses Ausdrucks fUr Ja" von der vierten, das dritte 
Glied aber von der fünften Ordnung sind. 



93. 

Es wird von Nutzen sein auch die Ausdrücke der beiden andern 
Winkel unsers Dreiecks in Function derselben reducirten Breite ß zu 
entwickeln. Zu dem Ende giebt der Ausdruck des Art. 86 für Jn\ 
wenn man ihn auf das besondere, jetzt in Betracht stehende sphäroidi- 
sehe Dreieck anwendet, 

Jm 1= - — TT-. — ilsrnm-. — n — sma cosn -: cos« sinn -r— »I 

sin a sin n ( sin % sin tp simp ) 

cos /9 cos /9' sin Ol" / > j '*\ 

sm(p sin;|f sina ^ ^ 

Da cos/J'sina}" = sina"sin;t'' 'St. so wird sogleich 

cos/9cos/9'sinai" ^^^ cos/g ^^^ cos ^ sin m 
sin (^' sin j^" sin«" "^ sin ff' "" sin /" sin n 

Die Multiplication mit dem Ausdruck für Jfo—Jto" des Art. 89 giebt 
daher 

cos /} cos /9' sin ft>" / ^ > «x < ^^ ^ ^^sinn ^sinm ( /" <f ^^^ ^i \ 

siny',lD/sln." (-^'"--^'" ) = - T «' ^OS »^-^jj^j^ j ^„p, - 555^ COS 9p { 

+ 4" e» sin /?cos /ysio «'sin / ^ 
Setzt man nun mit der nemliclien Bedingung wie oben 

JL«« — »'cosV — «•8in/Jco%» 

(108) J<n -iJ.wl(^)-^Wi*.wwK2)-^(^)Kinnr^^ 
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und substituirt ausser dem eben entwickelten Ausdruck die (10S). (103), 
(104), so ergeben sich die folgenden Ausdrücke der Coefficienten, 

(1) = sina''cosn'^-5j^ + cosa'sinn'^-sinm^^ 

+ sin a cos n sin %i sin V' -^ 

^ 81Q y 

(2) sss s]na''cosn(1 — 2sin V)sin%i^T^ — sinVsinm^7|~7> 

+ 2sinV'sinm \-?^-n — r^coscp' 1 

(3) = sin «"cos n sin ^ sin if cos y -^ sin ^a" sin n sin % —-- 

(4) =: — sin a cos n' cos qp — cos a sin n' cos y + sin m cos / 

— sin«"cosn'sin%icos9)sinV + 2sina"cosa"cosn'sin9sinx' 

(5) = 2sina'cosn'cos9) + 2cosa"sinn'cos9 — 2 sin m cos ;^'' 

— sin a 'cos n sin % cos y + 2 sin a cos n' sin %» cos y sin ^y' 

— 4sina'cosa'cosn'sinqp'sin;f" + sin Vsinmcos/' 

(6) ^ — sina'cosw'cosmsiny + cosft'sinn'sin^)'— cosa'sinmsinx" 

+ 2sina*cosn'sin9)'cos/' — sina'cosn'sin^icos^jsin y'cosy 

die auf ihre einfachste Form hinzuführen sind. 



94. 

Eliminirt man vermittelst der Gleichung 

sin m cos y = sin a cos ri + cos a sin n' cos % 

den Factor sin a' cos n' des ersten Gliedes im Ausdruck für (1), so er- 
giebt sich sogleich 

(1) = - sinm \^£-.-^^^^\^ cos«" sinn' j^-^cos/ j 
+ sin a cos n' sin ^ sin V ^jf^ 

Addirt und subtrahirt man die Function sinVsinmcos^ auf der rech- 
ten Seite des Ausdrucks für (2), und berücksichtigt die Gleichung 

sin a 'cos fp =s cos n' sin m + sin n' cos m cos 9 
so wird 

(2) = sinVsinmJ5fl.-,-i^cosy'j 

— sin a"sin n' sin m cos m cos <p -r^^ 

' sm i^ 



— 2 sin «"sin n' cosn' sin m sin tf siny ^^ 



9 
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Durch diefielbe, eben angewandte, Huirsgleichung bringt man den Aus- 
druck für (3) ohne Mühe auf die folgende Form 

(3) = — sina'sinn sinmcosmcos9>sin9)'cos9>'-r^ 

• n ff • f * t% f • ff W 

— sm^a sm» sm^cp sin y -r^s— 

^ ^ 810 if 

Die Gleichung (107) giebt durch die Versetzung der Buchstaben 

sinm = cosa"6in«co6 9) + sina'cosn'cos9' + sinWsinmsin^y 

Eliminirt man hiemit sinm im dritten Gliede des Ausdrucks des Coeffi- 
cienten (4), und verfährt übrigens eben so wie oben bei der Reduction 
des gleichbenannten Coefilcienten, so wird 

(4) = sin «' sinm sin V I sin «"cos j;" — cos n' sinm cos 9 1 
= sin a ' sin n' sinm cos m sin '9 
da die Trigonometrie 

sin a 'cos X = ßi^ fi cos m + cos fi sin m cos 9 
giebt. Hiemit haben wir die Gleichung 

sin a'cos fi cos (p + cos a 'sin n cos (p — sin m cos % 
= — sina"cosnsin^cos9)sinV + ^sina"cosa'cosn'sin9)'sin/' 
— sin a 'sin n sinm cos m sin ^9 

erhalten, und eliminirt man damit die drei ersten Glieder des Ausdrucks 
von (5), dann ergiebt sich sogleich 

(5) = sin a 'sinm {sin a" cos/' — cos n' sinm cos 9 j 

— 2sina"sinn sinmcosmsinV 

= sin a 'sin n' sin m cos m — 2 sin a" sin ri sin m cos m sin ^g> 

Die Anwendung der Gleichungen 

cos»' sin 9 = cosqp'sinx"^ sin 9' cos ;f" cos a" 
cos a" sin 9)' 3= cosy sin/'— siny cos/" cos n' 
cos a" sin/' ^ cosqp sin (p — sin 9 cos ^p' cos m 
auf die drei ersten Glieder des Ausdrucks für (6) giebt zuerst 

(6) = sina"sin^p'cos/'(cosn + cosa"cosm) 

— sina"cosnsin^coS9)sin9)'coS9)' 
und da 

cosn Ä — cos a'coiJ m + sin a 'sin m COS y' 

ist, so folgt hieraus 
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(6) ^ siDa'smmsin9)'cos9|siDa'cos/' — cos n sin m cos 9) j 
= sin a 'sin n sin m cos m sio q> cos 9 
womit die Reductionea ausgeführt sind. 



95. 

Substituirt man nun die eben erhaltenen Ausdrücke der CoefBcien- 
ten (1) bis (6) in (108), und setzt zur leichtern Uebersicht 

+ -^- sin ri cos ri sin V' + sin m cos w sin ^y 

— 2 -^ sin n' cos ri sin V' — 2 sin m cos m sin V 

8ID if '^ ' 

C = M — j7~- cos (p I sin m cos m sin 9 cos (p — ^— sin « 'sin V ßi^ z' 
so wird schliesslich 

Jm = je^A"+-^e^co8^ß.ff'+^e^smßcosß.C' 

Auch hier zeigt sich auf den ersten Blick, dass die beiden ersten Glie- 
der dieses Ausdrucks von der vierten Ordnung sind, während das dritte 
von der fünften ist, wenn die Dreiecksseiten als kleine Grössen erster 
Ordnung betrachtet werden. 



96. 

Nehmen wir jetzt die Gleichung für ^n' des Art. 86 vor, und 
wenden sie auf das in Betracht siehende besondere sphäroidische Drei- 
eck an, so geht sie wegen co'ssO in die folgende über, 

^^ ^T' — jfiTT::;! Sinn -T-TT — cos« srnm-r--^ — sinacosm-^ — } 

sin. a" sin m ( sin ip' sin x sin (p ) 

Setzt man wieder hiefür 

— ö* -7- e* cos V T ^^^ ß ^^^ß 

und substituirt wieder die Ausdrücke (102), (103), (104), so bekommt 
man zuerst 

Abbudl. d. K. 8. ßetellsch. d. Wiueotcli. Xill. 9 
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(1) = sina''co8m^-ßion'^ + co«a''ßiom^, 

+ sin a 'sin hn cos m sin V -^ 

(2) = sin a 'sin %» cos m-r^^! — hsinVcosa'sinm-r^, 

* ' sin if> ^ »In J[ 

— 2 sin a 'sin hn cos m sin V '^^— 

^ sin ff 

(3) = sino"sin%icosmsina)'cosa)'-^^ 

^ ^ ^ ^ sin y 

(4) = — sina"cosmcoS9) + sinn'cos9)' — cosa^sinmcos/' 

— sina"8in%icosmcos9)sinV+ 2sina"cosa"cosmsin y sin;^" 

(5) afe 2 sin «"cos m cos 9) — 2 sin n'cos 9' + 2 cos «"sin «cos af" 

— sin o'sin hn cos m cos (p — sin Vcos «"sin m cos x" 

+ 2 sin «"sin %» cos m cos 9 sin V — 4 sin «"cos «''cos m sin y' sin/ 

(6) SS ^-. sin «'cos %i sin 9 — sin n' sin 9' + cos V sin m sin/ 

— sin «"sin % cos m cos g> sin 9' cos 9)' + 2 sin «'cos m sin g> cos / 

deren Reduction fast ebenso ausgeführt werden kann, wie die der vor- 
hergehenden Coefficienten. 

97. 

Eliminirt man durch 

sin n cos / ^ sin a cos m + cos «" sin m cos q>' 

den Factor sin«" cos m des ersten Gliedes des Ausdrucks von (1), so 
wird sogleich 

(4) = cos«'sinmj^-jjf^cosy'j -sinn j^_j^, cos/] 

+ siha'sin^icosmsin Vr^ 

Die CoefBcienlen (2) und (3) sind keiner weiteren Reduction ftihig. Für 
die Reduction des Ausdrucks für (4) giebt die Gleichung (107) durch 
die Versetzung der Buchstaben 

(HO) sin n as sin a*cos mcos / + cos «"sin m cos 9 + sin Vsia »'sin V 

und eliminirt man damit sinn aus dem zweiten Gliede des objgeii Aus- 
drucks für (4), so bekommt man auf ahnh'cbe Art wie olien 

(4) SS sina^sinn sinVisio^'c^^V^'^sin^'c^^^^^os^l 
SS sin «'sin n'cosn'sin m sin V 

indem die Trigonometrie 
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sin »"cos q> = cos n sin m + sin n' cos m cos q> 

giebt. Vermittelst der Gleichung 

sin «"cos m cos 9 — sin n cos 9' + cos a'sin m cos / 

^ — stna"sin%icosfiicos9)Sin V + 3^i>^<^'^^^^"^^^^'"7'^>Q/ 
— sin a sin n' cos n sin m sin V 

die sich durch die eben ausgeführte Reduction ergiebt , eliminire man 
die drei ersten Glieder des Ausdrucks von (5), wodurch auf einfache 
Weise 

(5) := — sin «"sin % COS m cos ^ — sinVcosa*sinmcos/ 
— 2sina'sinn'cosn sinmsinV 
erhalten wird. Zur Reduction des Ausdrucks für (6) wende ich die Glei- 
chungen 

cosm sin 9) tat sin y'cos/— cosy'sin /cos«* 
cos a sin / = cos (p sin 9)' — sin 9 cos 9)' cos m 
nebst der oben erhaltenen (1 1 0) an, und bekomme damit 
(6) = — sin a" sin % cos m cos 9 sin 9)' cos 9)' 
— sin V sin m sin V sin/ 
womit auch diese Reductionen ausgeführt sind. 



98. 
Setzt man nun aus demselben Grunde wie oben 



sinn' 



siDa^sinm 



+ -r5^ sin m oos m sin V' -♦• «i» « cos «' sin V 

•In <p '^ "' 

B a= irA-?7 — cos/i sin a* cos «"+ 1-^2— — cos a^l sin mcosm 

( §in ;f ' ^ ) t sin ^ ' ) 

— 2 ^— sin m cos m sin V — 2 sin n cos w' sin V 

C = j ^ cos qp I sin m cos m sin (p cos tp — sin a* sin V sin / 

dann ergiebt sich schliesslich 

Jfi = IcU' + jc^cos^/J.B' + i-e^sin/Jcos/y.C' 

Auch hier sieht man sogleich, dass die Ordnungen der Glieder dieselben 
sind wie bei den vorher entwickelieo Ausdrücken. 

9* 
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99. 

Es sollen jetzt die Dreiecksseiten als kleine Grössen erster Ordnung 
betrachtet, und unter dieser Voraussetzung die im Vorhergehenden er- 
langten Ausdrücke der Winkeländerungen bis auf Grössen sechster 
Ordnung entwickelt werden. Die Coefficienten A, B^ Cj A\ elc. von e^ 
brauchen zu den) Ende nur bis auf Grössen vierter Ordnung entwickelt 
zu werden. Aber statt der Entwickelung der einzelnen Incremente Ja, 
Jri, z/m, werde ich die der Function 3z/a' — Jri — Jm vornehmen, 
die die merkwürdige Eigenschaft besitzt, dass die Glieder fünfler Ord- 
nung in derselben Null sind. Setzt man 

^Ja—Jn—Jm = yc2Jir+ ye^cos^/S.L+yc^sin/Jcos/J.lf 

so geben die unveränderten Ausdrücke der Artt. 92, 95, 98, 

«- i5f^-sfi;««">'||"»'«»'+ji^Sb-'=<"«« I 

— (l+^[^)|sinmcosmsinV + sinw'cosn'sinVj 



, iiina"8inm 



sinn' 



"*• I K^-l^T)-(-f^-cos/)J8ina''cosa'' 

— 3sf;^sina''sin9'sin/— (i-h^)(i — cosy)sinmcosiii 
-h 2(i-h^5^) jsinmcosmsinV + ßiö» cosn'sinV} 

— Tn-^j^) (l — cosyjsinmcosmsiDy'cosy' 



100. 

Bei der Entwickelung dieser Coefficienten, die alle mindestens von 
der zweiten Ordnung sind, bis auf Grössen vierter Ordnung ist vor 
Allem zu bemerken, dass die Seiten und Winkel so angesehen werden 
dürfen, als gehörten sie einem ebenen Dreieck an. Es folgt dieses dar- 
aus, dass ein ebenes, und ein sphärisches Dreieck von gleichen Seiten 
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io den Winkeln nur um Grössen zweiter Ordnung von einander ver- 
schieden sind , wenn die Seiten als kleine Grössen erster Ordnung be- 
trachtet werden. Es darf daher in den folgenden Entwickelungen 

a" + »' + m= 180<> (Hl) 

angenommen werden, und demzufolge wird 



3cotgm + ,-j^j$j;^-cotg«" = icolgm 
und man findet ferner 

8iny' 8in^ ^ 6 ^ ^^ 6 ^ ^^ 2 ^ 

Bezeichnet man nun die Fläche des Dreiecks DEG der Figur des Art. 
84 mit F, so ist bis auf Grössen vierter Ordnung 

o ri __^ 2 sin n^ sin m i^ gin g^^ sin m ^^^ u^ BJn a^^sinn^ 

^^ — 9 sina" ~ ^ SnS^ ~ ' sin m 

wodurch sogleich 

/' (p ^Q ' _ ^ |-T sinV— Bsin V— 8in"m 

siny sin^ '^ T sina"sinn'sinm 

wird. Aber mit Zuziehung der Gleichung (111) findet man leicht, dass 

sin V ^ sin V — sin^n = — 2 cos a'sin n'sin m 
ist, folglich wird 

und durch die Vertauschung der Buchstaben ergiebt sich hieraus 

Multiplicirt man nun diese beiden Ausdrücke bez. mit icotgn und 
4cotgm, und addirt, so bekommt man zuerst die Summe der beiden 
ersten Glieder des Ausdrucks für K 

8 jp Sin of' cos a^* -¥ sin n' cos n* + sio m cos m 

■■" T sin «"sinn' sin m 

Aber in Folge der (111) ist 

sina'cosa' + sinncosn -hsinmcosm 3= 2 sin a'' sinn sin m 

und die genannte Summe wird daher = ji^- 
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Die obigen Ausdröcke der Dreiecksflttche geben ferner 
sin m cos m sin V = SF- 
sinn cosa sinV = 2F- 



sin a" 
cos«' sin m 



sin r' 



Hieraus wird sogleich die Summe der beiden letzten Glieder des Aus- 
drucks für iTss — 4F, und folglich ergiebt sich 

bis auf Grössen vierter Ordnung genau. 



104. 

Das erste Glied des Ausdrucks für L wird dem Vorhergehenden 
zufolge sofort 

und ausserdem findet man leicht 

I ^ 0~"lgF) ""(ife""^^^' )l ^«^«''^^S«' = y/^sina'^COSa" 

•« A F cos a'' sin m 

Die Summe der zwei ersten Glieder von L wird also 

""■ S sinn' 

Da mit der hier erforderlichen Genauigkeit auch SFssina'^sin^'sin/ 
ist, so wird 

— 3 ^ sin «"sin y' sin/ = — 6F 
femer wird 

— (^ + ji^) (^ — cosqp)sinmcosm == — qp^sinmcosm 

"" ^'^ sinn' 

und das letzte Glied von L wird zufolge des vor. Art. s8F. Die Ad- 
dition dieser Glieder giebt nun 

ebenfalls bis auf Grössen vierter Ordnung genau. 
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102. 
Für M bekommt man in Folge des Vorhergebenden sogleicb 

i# Q mp i sinn' sin X" _ ^^^ u -^ u) 

= _ 2Fp^ 3.^^. jsmy-2F ^.^^. siny +4Fsm<p 

=r 

Glieder der dritten Ordnung in den Goefßcienten sind also nicht vor* 
banden, und folglich sind auch in der entwickelten Function die Glieder 
ranfler Ordnung gleich Null, wie im Art. 99 angeführt wurde. 

i03. 

Stellen wir nun die erhaltenen Entwickelungei) zusammen, so ha- 
ben wir erhalten 

3Ja^Jn —Jm = ^^cos 2^ 

and um von hier zum allgemeinen Dreieck (iber zu gehen , betrachten 
wir auch das besondere Dreieck DFG der oft angezogenen Figur, in 
welchem der Winkel FDG = a\ und der Winkel DFG=iSO^—n ist. 
Der eben erhaltene Ausdruck giebt sogleich für dieses Dreieck 

3^a+^n"—^m= — ^'cos2/? 

wenn die Fläche desselben mit F' bezeichnet wird. Nwnt man aber A 
die Fläche des allgemeinen sphäroidischen Dreiecks X)£F, dann ist 

^ =F~F' 

und ausserdem ist Jn^:^ Ja — Ja^ der Unterschied der obigen Glei- 
ch ungeti giebt also 

ZJn — Jn — Jn = — ?^cos2/? 

bis auf Grössen sechster Ordnung genau« Da diese Gleichung durch die 
Vertauschung der Buchstaben 

dJn — Jn—Jn = — ^cos ißf 

3Jn—Jn ^Jn' = — ?^cos 2^ 

giebt, so erhält man durch eine leichte Combination dieser drei Glei- 
changen schliesslich 
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Jn = — ?jA|2cos2/?+ cosS/^-h cosS/S^'!. 

(112) ^n' = _'2|{ cos 2/? +2 cos 2/?'+ C092/S"i 

^„"— _!!Aj C0S2/J+ cos 2/3^-1. 2 cos 2/f} 

die auch bis auf Grössen sechster Ordnung genau sind. Man bekommt 
überdies hieraus 

Jn^Jn^Jn = — ^{cos2/?-Hcos2/?' + cos2/?"| 
mit derselben Genauigkeit. 



104. 

Bei der Beurtheilung der Ausdehnung, in welcher die eben ab- 
geleiteten Ausdrücke Resultate von ausreichender Genauigkeit geben, 
kommt vor Allem die Grösse der Dreiecksfläche in Betracht , aber diese 
ist nicht das alleinige Crilerion dafür. Man kann sich Dreiecke von sehr 
kleiner Fläche denken, die sehr grosse Seiten haben, und es liegt an der 
Hand , dass man von den vorstehenden Ausdrücken kein genaues Re- 
sultat erwarten darf, wenn die Seiten des Dreiecks so gross sind, dass sie 
nicht als kleine Grössen erster Ordnung angesehen werden können. Zur 
Beurtheilung der Grenzen der Anwendbarkeit dieser Ausdrücke könnte 
die Entwickelung der hier übergangenen Glieder sechster und höherer 
Ordnungen dienen, allein diese scheinen sich durch das vorhergehende 
Verfahren nur schwer in ihrer einfachsten Form angeben zu lassen, sie 
werden hingegen mit weit grösserer Leichtigkeit, und in einer nicht 
minder eleganten Form wie die vorhergehenden , durch das Verfahren 
erhalten welches jetzt entwickelt werden soll, und man kann durch die- 
ses mit Leichtigkeit nicht nur die Glieder sechster Ordnung sondern 
auch die der siebenten erhallen, die mit denen der sechsten Ordnung in 
ähnlicher Verbindung stehen, wie dem Vorhergehenden zufolge die Glie- 
der der fünften mit denen der vierten Ordnung. 



105. 

Von dem im Vorhergehenden behandelten Falle, welcher sich 
speciel auf das Revolutionsellipsoid bezieht, möchte es sowohl aus den 
im vor. Art., wie aus den im Art. 78 angefllhrlen Gründen angemessen 
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erscheinen auf den allgemeincD Fall über zu gehen« und die Reduclion 
eines Dreiecks von kleinen Seiten, die kürzeste Linien auf irgend einer 
beliebigen Oberfläche sind , auf ein sphärisches Dreieck von denselben 
Seiten abzuleiten, und biebei eine Ordnung und bez. zwei Ordnungen 
weiter zu gehen, wie von Gauss geschehen ist. 

Wenn man in den Gleichungen (3), (4), (5) des ersten Abschnittes 
<j statt h, h statt «, q> statt 9, und 1/; statt a schreibt, so werden sie 

da s= dh cos xp 
mdip = dhsin%p .... (ii4) 

Zuerst ist hier zu bemerken , dass wie auch die Oberfläche, auf 
welcher die Linien h und a liegen sollen, und die Linie h selbst, be- 
schaffen seien, a immer eine kürzeste Linie ist. Denn macht man (i9)=0» 
wodurch h=a wird , so sind die Gleichungen (114), von welchen die 
letzte die Bedingungsgleichung des Minimums von h ist, von selbst er- 
füllt. Diese Eigenschaft der Gleichung (1 1 3), welche im Art. 7 in Bezug 
auf das Revolutionsellipsoid hervorgehoben wurde, findet also für jede 
Oberfläche statt. Es wird weiter unten von diesem wichtigen Satze ein 
zweiter Beweis erlangt werden. 

106. 

Das Integral der Gleichung (1 1 3) kann , auch wenn man von den 
(1 1 4) absieht , auf folgende Weise construirl werden. Jedenfalls muss 
aber irgend eine reelle Relation zwischen a und tp angenommen wer- 
den, denn wenn eine solche nicht vorhanden ist, so kann jede beliebige 
stetige oder unstetige Linie ohne Fortschreitungsgesetz als das Integral 
der (1 1 3) betrachtet werden. 

Von einem beliebigen Punkt auf einer beliebigen Oberfläche, den 
ich mit A bezeichnen will, anfangend ziehe mtin eine beliebige kürzeste 
Linie, die als diejenige a betrachtet werden soll, für welche 9^0 ist. 
Auf der Seite dieser Linie, auf welcher man qp wachsend annehmen will, 
ziehe man ausserdem, so nahe an einander wie möglich, auch von A 
anfangend eine beliebige Anzahl kürzester Linien <j, und nenne den 
Winkel , den das erste Element einer jeden derselben mit dem ersten 
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Element der ersten Linie a macht 9), so dass sieb alle diese Linien nur 
durch den Werth von 9, der einer jeden derselben zakommi, unter* 
scheiden. Es ist nun klar, dass durch die zwischen und q) angenom- 
mene Relation die Ldnge einer jeden der Linien a gegeben ist, trägt 
man diese Längen auf, und zieht durch die Endpunkte aller <y eine Linie, 
so ist die Länge dieser s=sA. 

Das Produkt tndq) ist das erste Element der durch den Endpu^nkt 
irgend einer der Linien a auf der Oberfläche gelegten senkrechten Linie, 
welches mit einem, mit dem Halbmesser m beschriebenen, unendlich 
kleinen Kreisbogen zusammen fällt. Durch die Gleichungen (2) , und 
durch die Verbindung, in welcher die darin vorkommenden Goefficienten 
£, F, G mit den rechtwinklichen Goordinalen der Oberfläche stehen, 
kann man m in Function von o und <p ausdrücken , auch giebl es dazu 
noch ein anderes Mittel, wie man weiter unten sehen wird. 

Wenn die zwischen a und 9) angenommene Relation so beschaffien 
ist, dass immer einem reellen Werth von ^ nur Ein reeller Werth von 
<T entspricht, so besteht das Integral nur aus Einer Linie A, wenn aber 
Einem reellen Werthe von (p mehrere reelle Werthe von a entsprechen, 
so wird das Integral aus mehreren Linien h bestehen. Ist die zwischen 
<p und a angenommene Relation mit der letzten Gleichung (1 1 4) iden- 
tisch, so ist die durch die Endpunkte der Linien a gezogene Linie h 
nicht minder wie jene eine kürzeste Linie auf der Oberfläche. 

Es folgt hieraus, dass man durch die Integration der Gleichungen 
(113) und (114), oder vielmehr blos durch die der (114), die schon die 
Gleichung (1 1 3) in sich schliessen, auf jeder beliebigen Oberfläche ein 
beliebiges Dreieck bilden kann, dessen Seiten kürzeste Linien sind« 
Dieses Dreieck soll im Folgenden zur Abkürzung schlechtweg ein sphä- 
roidisches Dreieck genannt werden, und in demselben sind die zwei 
Seiten die Linien a, die den Werthen (p=sO und 9)=9> angehören; die 
dritte Seite ist die Linie h. Der Winkel zwischen den beiden Seiten, die 
von den zwei Linien a gebildet werden ist q> , und da zufolge des Art. 3 
yj der Winkel ist, unter welchem die Linie h in irgend einem Punkt von 
der betreffenden Linie a geschnitten wird, so sind die beiden anderen 
Winkel unsers sphäroidischen Dreiecks die Werthe von ip für ^ssO und 
(p = (p. 
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107. 



Um die Integration der (1 1 4) analytisch auszuführen muss vor Allem 
min Function von a und ^ dargestellt werden, und dieses kann, da 
beides o und h als kleine Grössen erster Ordnung betrachtet werden 
sollen« durch Zuziehung von unendlichen Reihen geschehen, die stets 
schnell convergiren werden, wenn a und h nicht allzugross angenommen 
werden. Um den Ausdruck von m durch a und qp zu erhallen werde ich 
ein anderes Verfahren wie das eben angedeutete anwenden , und mich 
des KrUmmungsmaasses der Oberfläche in dem Sinne, in welchem 
Gauss es in die Wissenschaft eingeführt hat, bedienen. Es wird da- 
durch eine grössere Einfachheit und Regelmässigkeit in den Entwicke- 
langen erlangt werden , da die Relation zwischen m und dem Krüm- 
mungsmaasse der Oberfläche so sehr einfach ist. 

»Das Krttmmungsmaass irgend eines Punkts einer Oberfläche wird 
•ausgedrückt durch einen Bruch, dessen Zdhier Eins ist, und dessen 
»Nenner aus dem Produkt der beiden Hauptkrümmungshalbmesser die- 
»ses Punkts besteht.« 

Aus der Theorie der Oberflächen weiss man, dass die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser irgend eines Punkts derselben sich als die 
Wurzeln Einer quadratischen Gleichung darstellen lassen, deren letztes 
Glied, wenn man den Coefßcienten des ersten Gliedes gleich Eins macht, 
den folgenden Ausdruck hat, 

rt - »• 

wenn man die Oberfläche auf die rechtwinklichen Coordinaten x, y, z 
bezieht, z als Function von x und y betrachtet, und wie gewöhnlich 

P = (£) • 9 = (^) 

setzt*). Der Theorie der algebraischen Gleichungen zufolge ist dieser 
Ausdruck das Produkt der beiden in Rede stehenden Hauptkrümmungs- 
halbmesser, und es hat daher allgemein das Erümmungsmaass, wenn 
es mit % bezeichnet wird, 



*) Man findet diese quadratische Gieicbang in vielen Handböchem, siehe u. a. 
Cournot, Theorie der Functionen, p. 29S der Uebers. von Schnuse« 
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zum Ausdruck. Wählt man die Lage der Goordinaten so, dass ihr An- 
Tangspunkt in dem betrachteten Punkt A der Oberfläche liegt, die Ebene 
der xy mit der BerUhrungsebene im Punkt A zusammen fällt, und die 
Achse der x in einer der beiden Haupikrümmungsebenen , die durch A 
gehen, liegt, dann ist bekanntlich 

p = 0, 9 = 0, « = 

und der vorstehende Ausdruck giebt 

nzszrt 

mit der obigen Definition des Ertlmmungsmaasses ttbereinstimmend, da 
bei dieser Lage der Goordinatenachsen die Hauptkrttmmungshalbmesser 

des Punkts A -j und y zum Ausdruck haben. 



108. 

Man erhält die Relation zwischen % und m durch die folgende Ana- 
lyse« die von der Gauss ischeo wesentlich verschieden ist. Die Form 
(1 1 3) des Ausdrucks des Quadrats irgend eines Linearelements auf ir- 
gend einer Oberfläche, die mit der (3) des Art. 3 identisch ist, kann als 
unmittelbar aus der Gleichung (i) hervorgegangen betrachtet werden, 
wenn man die sechs Goefßcienten tj, 0^ fi, ri\ d\ fi in demselben Sinne 
wie dort aufnimmt, aber die Bedingungsgleichungen 

^2^e^ + /i^ = i 

fjti' -H ee' + fAfi SS 

einführt, und 

r/^ -H e'^ + fi'^ = m^ 

setzt. Da nun in den hier angewandten Bezeichnungen 

dx = 7]da + rfd(p 
dy = eda -h d'd(p 
dz = fida + fid(p 

ist, so erhalten wir durch die Elimination aus diesen Gleichungen 

= Adx-^Bdy -h Cdz 
wenn 



(i16) 



(117) 
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A = e'ft — dfi' 






B = fi'tj — fitj' 


► . . . 


. . (118) 


c ^tj'e — tjd' 






gesetzt wird. Hieraus folgt sogleich 







P = --c' 



9^--n 



und 



(119) 



(?{\ + pi+ qi) = A^ + B^ -h (? 



Erbebt man die (1 1 8) ins Quadrat und addirt, so ergiebt sich zuerst 
Die zweite (116) giebt aber 

ijTj'eef + ö»ö'2 + ee'fifi — o 

also 

and addirt man diese zur vorstehenden, so wird sogleich 
A^ + B^ + (?^tj^ {tj'^ + ö'» + fi'i) 
+ Ö* (»/'» + «'* + /*'») 
+ At»(V* + ö'» + /*'*) 

also in Folge der ersten and dritten (1 1 6) 



109. 

Um die Ausdrücke {ürr,8,t, zu erhalten, nehme ich zuerst die 
vollständigen Differentiale der Gleichungen (119). Diese sind, wenn 
man für einen Augenblick 

0''B{§)-C{^); 0_l,(|£)_c(it) 
setzt, 

C^dp = Pdo + Pd(f ; C^dq = Qda +Q'd(p 

Die GleichuDgen (117) geben aber durcb ilie Eliuiinatioa 
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Cda SB — d'dx -f- fj'dy 
Cd(p =s ßdx — fjdy 



und da -p- = r, 



dp dg 



dy — 



t ist, so geben die eben er- 



dy dx 

baltenen Gleichungen nach der Elimination von da und d(p, 

(?r = — ffP + OF 

(?s = n'P — f]F = - e'Q + 0Q' 

Ot = ri'Q — rjQ' 
woraus mit Berücksichtigung der dritten (118) 

C'{rt — s^) = PQ - PQ 
und nach der Substitution der obigen Ausdrücke für P, P^ Qy Q\ 

folgt. Man kann diesem Ausdruck noch eine andere Form geben, 
nemlich 

(120) C^(rt — ««) = Ä — S 

wenn zur Abkürzung 

•(f)-Kf)il''(f)-<£)t 

n{^)-»mH^)-nm\ 

gesetzt wird. Die Identität dieses Ausdrucks mit dem vorhergebenden 
ist leicht nachzuweisen, und beruht wieder auf die Gleichungen (118); 
er ist dem Aeussern nach zwar weniger einfach wie jener, eignet sich 
aber besser zu den noch auszuführenden Entwickelungen. 



/{ = 



5 = 
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HO. 

Da jetzt die zweiten Difierentialquotienten der Coordinaten x, y, z 
in Bezug auf a und (p eintreten werden, so sollen zur Abkürzung die 
folgenden Bezeichnungen angewandt werden, 

(J) = «.(J)-(J)-«.(j) = «; 

Differentiirt man hierauf die drei Gleichungen (116) theils nach a, theils 
nach (f, so erhält man 



t]a 


•+- 


eß 


-¥■ 


fiy 


= 





tja' 


+ 


¥ 


-f- 


nr 


^ 





V" 


■+- 


(fß 


+ 


M 


= 





i]a 


■+- 


¥ 


+ 


txy 


+ 


/ 1 


1 1 

rja 


•+- 


e-ß! 


+ 


M 


s 


<»( 



+ ^ßl -I- fiy = 



{pi 



da) 



(421) 



aas welchen die in der Gleichung (1 20) enthaltenen Facloren leicht ge- 
bildet werden können. Durch einfache Eliminationen, und mit Zu- 
ziehung der (1 1 8) findet man aus diesen Gleichungen zuerst die folgen- 
den drei Gruppen, 

yB — ßC =0 
aC — yA SS 
ßA — aB =0 

yB - /S'C = ,m (^) 

aC ^y'A^em (V) 

ß^A-.aB^pmy) 

/Ä-^C = ,m(^)+V"»(S) 
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Die erste dieser Gruppen erhalt man, wenn man nach einander a, /?, y 
aus der ersten und dritten (121) eliminirt, die zweite Gruppe eben so 
aus der zweiten und ftlnAen (121), und die dritte Gruppe eben so aus 
der vierten und sechsten mit Zuziehung der fünften. 

Mit Berücksichtigung der (1 1 6) geben ferner die (1 1 8) die folgen- 
den zwei Gruppen von Gleichungen, 

eC — fiB = tj' 
^A — riC = e' 

fiB — eA ^ fi 

fi'B — (fC = Tjm^ 
fj'C — fi'A = Öm2 
e'A — fj'B = firn^ 

deren Ableitung sich durch die Zusammensetzung der linken Seiten 
von selbst zu erkennen giebt. Differentiirt man nun diese Iheils nach o, 
theils nach ^, so erhalt man in Folge der vorhergehenden drei Gruppen 
von Gleichungen die folgenden, 

Kj-)-'(^-)-'^+*«(S) 

«• (^) - V (^) =/«.'+. »(0)-^'»(^) 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen sind die Factoren, aus welchen die 
Ausdrücke für R und S des vor. Art. bestehen, substiluirt man sie und 
berücksichtigt die (121) und (116), so wird sogleich 

R = {aa -H /?/?" -H //) nfi 
S = (a2 + ^^ + /^)m2_m^(^y 
folglich 

Oirt-S') = (aa" + /J/S'' + y/_a'2_^2_y'2)^2 ^.^2 ^^J 

Die Differentiation der dritten und fünften der (121) giebt aber 

1 i^) + ff {^) + ^' {^) + aa- * ß^ + rr- = 

and da 

\iUf) — \<U,J ' \dq,J — \daj' \difj — \daj 

sind, indem beide hier einander gleichgesetzte Functionen bez. (-5^) . 
(w)' (^) ausdrücken, so ergiebt sich 



aa 



+ ß^ + rr''- «'^ -ßf-^-y^^-m (^) - (. 



dm\2 



- 



^daj 

womit 

wird. Setzt man nun sowohl diesen Ausdruck wie den am Ende des 
Art. 108 erhaltenen in (115), so wird der allgemeine Ausdruck des 
Krümmungsmaasses 

«--i(S) m 

welcher voraussetzt, dass die rechtwinklichen Coordinaten der Ober- 
fläche in Function der unabhängigen Veränderlichen a und (p darge- 
stellt werden. 

111. 

Um X in eine nach den Potenzen von a fortschreitende Reihe zu ent- 
wickeln bedienen wir uns am Einfachsten des Ausdrucks (1 1 5). Be- 
zeichnen wir mit «o, (^)o » (S)o ' ^^^' ^'® Werthe dieser Functio- 

Abhandl. d. K. S. Gesellsch. d. Wisscnsch. XIII. 10 
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nen für den Punkt A, in welchem ose ist» so wird in Folge eines 
bekannten Satzes 

(,23) ..^+(^).<, + l(g),^+±(g).o.+ ,.. 

Um die Aasdrttcke der in dieser Gleichung vorkommenden Diffe- 
rentialquotienten erhalten zu können, müssen wir die Relationen kennen 
lernen, die zwischen den Differentialen der rechtwinklichen Coordina- 
ten X, y^z der Oberfläche in Bezug auf <t statt finden, und diese er- 
geben sich leicht aus den vorhergehenden Entwickeiungen. Zufolge 
der Bedeutung der im Art. 110 eingeführten Functionen a, /?, /, etc. 
können die erste und die dritte der (131) wie folgt geschrieben werden, 

^ (S) + »(S) +/.($) = <• 
v(S) + «'(S)+'''(S)-» 

eliminirt man hieraus wechselsweise (^) und (-^ i so ergeben sich 

ivä^ - n'9) (S) + ini^ - nf^ (S) = » 

die wenn man % als Function von x und y betrachtet, in Folge der (1 1 8) 
und (119) in die folgenden übergehen, 

(<*♦) • (S)+y(S)-». (g)H-«(S)-« 

welche die gesuchten Relationen sind. 



112. 

Die eben erhaltenen Relationen (124) enthalten zunächst den im 
Art. 105 angekündigten zweiten Beweis des dort erhaltenen Satzes, 
denn sie geben sich in Bezug auf die Linie o als die bekannten Bedin- 
gungsgleichungen der kürzesten Linie auf einer beliebigen Oberfläche 
zu erkennen , von deren Coordinaten man z als Function von x und y 
betrachtet, und sind hier ohne die Bedingung des Minimums einzuführen 
erhalten worden.^) Sie haben sich als nothwendige Folge der beiden 



*) Die Variation der Gleichung a ä C y^rfrr* -h dy^ -h dz^ ist 
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ersten (1 i 6), die die Form der (1 i 3) bedingen , und von welchen die 
erste und dritte der (121) die DiflTerentiale nach o sind, gezeigt. Der 
Satz selbst, der den Schlüssel zu manchen Sätzen der angezogenen 
Gaussischen Abhandlung enthalt, kann nun wie folgt ausgesprochen 
werden : 

»Wenn man die rechtwioklichen Coordinaten irgend einer Ober- 
»fläche dergestalt in Function von zwei neuen, unabhängigen VerHnder- 
»lichen a und (p ausdrückt, dass dadurch der Ausdruck des Quadrats des 
«Elements dh irgend einer auf dieser Oberfläche gezogenen Linie h die 
»Form 

»annimmt, so ist nothwendig a eine kürzeste Linie auf dieser Ober- 
»fläche, wie auch die Linie h beschaffen sei.«*) 



Die Gleichung der Oberfläefae giebt aber, wenn z als Function von üc und y betrachtet 
wird, 

dz =9 pdx + qdy 
Eliminirt man hiemit-djs unter dem Integralzeichen des Ausdrucks der Variation da, 
und setzt hierauf die Coefßcienten von dx und dy, jeden für sich , gleich Null, so er- 
giebt sich 

<'-(f)+p^(f)=«.^(^)+«*(^)=» 

oder, da hier da als oonstant betrachtet werden darf, 

(&)--f>(^)=«.(^) +«(*)-» 

welche die durch die Bedingung des Minimums von o abgeleiteten Bedingungs- 
gleichungen, und mit den (124) identisch sind. 

*) Die bekannte Differentialgleichung für die Rectification von ebenen, auf Polar- 
coordinaten bezogenen Linien, nemlich 

stellt sich hiemit um so mehr als ein specieller Fall der obigen allgemeinen Diffe- 
rentialgleichung dar. Denn hier ist nicht nur der Radius Vector a ein specieller Werth 
von 971, sondeni auch eine gerade Linie, mit anderen Worten eine kürzeste Linie auf 
der hier in Betracht kommenden Oberfläche, nemlich der Ebene. 

Untersucht man das Entgegengesetzte des im Text bewiesenen Satzes , so findet 
man, dasa nicht blos bei der obigen Form von dh, sondern auch bei unzählich vielen 
anderen, o eine kürzeste Linie ist. Obgleich ich für diesen entgegengesetzten Satz 

40* 
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H3. 



Gehen wir nun zur Entwickelunsr der Coefficienten des Ausdrucks 



*!r5 



(1 23) über, so wird diese am Einfachslen durchgeführt, wenn man den 



keine Anwendung im Sinne habe, so halte ich doch für angemessen ihn zu beweisen. 
Sei daher hier 

dÄ2 = Edo^ -H 2 Fdadip + Gdy^ 

wo wieder 



E 


= 


V' 


+ 


0« + 


/** 
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SS 


nn 
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etf + 


IXfl 
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:= 


n' 


-1- 


0'" + 


f^' 



sind. Wenn man nun nach den Bedingungen fragte unter welchen in dieser Form von 
dh die Linie a eine kürzeste auf der Oberfläche ist, so müssen vor Allem die Glei- 
chungen (124) statt finden, und von diesen gelangt man auf die entgegengesetzte Art, 
wie im Text, auf die Bedingungsgleichungen 

Die vorstehenden Ausdrücke für B und P geben aber durch die Differentiation 

also in Folge der>vorstehenden Bedingongsgleichungen 

fdF\ _ 4_ /dB\ 
Die Integrale dieser beiden partiellen Differentialgleichungen sind 

wo fg> und f'ip zwei willkührliche Functionen von g> bezeichnen, die kein a enthalten 
dürfen. Also jedes Mal, wenn E und P diesen beiden Gleichungen gnugen, ist a eine 
kürzeste Linie auf der Oberfläche, und die Fälle, wo dieses stalt findet, sind wegen 
der willkührlichen Funclionen von g> unzäblich. Der im Satze des Textes vorkommende 
Fall ist ein specieller dieses allgemeinen, welcher dadurch herbeigeführt wird , dass 
man fg>^^, und fq> = setzt. 
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CoordiDatcu x, y, z eine solche Lage giebt, dass sie im Punkt A an- 
fangen, die Ebene der xy mit der Berührungsebene in A zusammen fölit, 
und die x Achse in einer der beiden llauptkrUmmungsebenen des Punkts 
A liegt. Hieraus folgt zunächst 

Po = , ^0 = , «0 = 

und nennt man den Winkel, den das erste Element der Linie o mit dem 
positiven Theil der x Achse macht x> dann wird ausserdem 

Die Gleichungen (124) geben hierauf 

(5).= «. (Ä).= o 

und differentiirt man dieselben, nebst der Gleichung 

dz = pdx + qdy 

der Oberfläche, so bekommt man nach Einführung der obigen Bedin- 
gungsgleichungen 

(&)o = ~ ^^^ ^^^ ^* ~ ^^^ ^*" ^* ^^^ ^ 

Weiter brauchen wir diese Differentiale nicht foijzusetzen. Um die 
Gleichung (1 1 5) auf möglichst einfache Art zu differentiiren setze ich 

A = rt — «2 ; Ä Ä p2 ^. j2 
wodurch 

_ A 

erhalten wird. Differentiirt man nun diese Ausdrücke für A und B drei 
Mal, und berücksichtigt die vorstehenden Bedingungsgleichungen, wozu 
auch die für die zweiten und dritten Differentiale von x und y in Bezug 
auf a erhaltenen , auf den Punkt A bezogenen, Ausdrücke gehören, so 

ergiebt sich 

Ao = fofc 

*i(m-Hi).>™'» 
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(§).= • 

und differeniiirt man auch den Ausdruck für x, so erhält man durch 
Zuziehung der Bedingungsgleichungen, 

(d^\ ^ rdA_\ 

\dü Jo \ da /o 

Vor der Substitution dieser Ausdrücke ist tp, welcher Winkel von einem 
beliebigen Anfangspunkt zu zählen ist, statt x^ welcher einen bestimmten 
Anfangspunkt hat, einzuführen. Sei v der Winkel, den das erste Element 
derjenigen kürzesten Linie a, fUr welche (p ^ sein soll, mit der 
Hauptkrümmungsebene, in welcher die x Achse liegt, nach der positiven 
Seite der x macht , dann wird , wenn man t; und (p in derselben Rich- 
tung wachsen lässt» 

Führt man diesen Werth von x in die obigen Ausdrücke ein, setzt zur 
Abkürzung 
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'■■=(^).-»(wV-*'.v 

f-(m-«(Ä).(^).-'«v«.(a- '»'-'m. ■ 

»'= (^).- " (Ä).(Ä) - 'ä r.C(|-) - 'H'(^). 

und ferner 

ß si^cosv-f-i^'siDt; 

9'ssi^'cost; — ysinv 

1 3=5 7rcos^-f-27r'sint;cost; + TY^äin^ 

A' = n cos V + [n-^n) sin i; cos v — tt' sin h) 

X" sszncosh) — 27r'sinvcosv + 7rsin^ 

/i = (^coa^ + 3(>'siDi;cos^ -+- 3(>"siD ^cos t; + ^'"sin^ 

fi = ^' cos % + (2 (>" — (>) sin v cos ^ + (p" — 2(>') sin ^ cos v — p ' sin ^ü 

ju" = (^'cos ^ + (p " — 2 (>') sin V cos ^ + (p — 2 (i ") sin ^t; cos v + p' sin Hi 

^"'=(^'"cos'H; — 3()"sinvcos^+3(>'siii2t;cosi; — ()sin% 

dann giebt die Substitution 

jc = iy+öacoS9) + Öasiny + YAa'cosV+Jl'<'^sin9)COSy + YJlVsinV 

+-j-i'*<^cos^qp+ Y^'cr'sin^) cos^^p+ y/iV sin^g) cosqp+y/i" Vsin'g) (1 25) 
wodurch n in Function vo\) a und g> dargestellt ist, 



114. 

Um auch m in Function derselben Grössen darzustellen, dient die 
Gleichung (1 22) , in welcher zu diesem Zweck o als unabhängige Ver- 
änderliche, und (p als eine Gonstante betrachtet werden dürfen. Sei 
demgemäss zur Abkürzung statt der (1 25) 

» = iy + iia + y Äa^ + y Co» 

dann ist, um den Ausdruck fUr m zu erhalten der Gleichung 
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GnUge zu leisten. Da m und a zugleich Null werden müssen , der Coef- 
ficient von a im Ausdruck von m nothwendig = 1 werdon muss., und 
auch leicht erkannt werden kann, dass in m kein mit o^ multiplicirtes 
Glied vorkommen wird, so kann gesetzt werden 

wo a, fi, etc. unbestimmte GoefBcienten sind. Die Substitution dieses 
Ausdrucks in die vorstehende Differentialgleichung Tuhrt auf die folgen- 
den Bedingungsgleicbungen, 

= 20y-|-y/?-|-«f/; 0=30(J-I-|C+ aA-H/Jfy 
woraus 

folgt. Die Substitution der Werlhe von A, /?, C gicbl hierauf 
(126) w=a — ^//<r* — ^ö<y*cosqp — ^öVsiny 

— ^ Aa'^cos V — ji ^'^^ sin ?> cos ^p — ^ Ta^sin V *♦• 7^ ^^<^^ 

— jgj ^a® cos'^qp — ^ /tV sin y cos^y — ^ /i o* sin ^qp cos 9 

— 4io^'"*^«'"'y 

wodurch auch m in Function von a und 9) dargestellt ist. Es verdient 
bemerkt zu werden, dass die vorhergehende Analyse leicht zu erkennen 
gicbt, dass für die Ebene alle Coefficientcn tj, Ö, ö\ A, etc. etc. Null 

werden, und dass man für die Kugel , deren Halbmesser R ist, fj ^ j* 

erhält, während alle übrigen Coefficienten wieder Null werden. Für die 
Ebene wird also m =s a, welches auch aus anderen Gründen her- 
vorgeht, und für die Kugel bekommt man 

das ist, 



*) Dieses Glied und alle übrigen ähulicheci Glieder kann man vollständig aus den 
obigen Angaben erhallen. 
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w = Ä sm -^ 

und es ist hier a ein Bogen irgend eines grössten Kreises auf dieser 
Kugel. 

115. 

Wir kommen jetzt zur Integration der Gleichungen (1 14), die auch 
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten ausgeführt werden 
soll. Um im Voraus auf die Form der Unbekannten schliessen zu kön- 
nen, und die Bedeutung der willkührlichen Constanten kennen zu lernen 
soll die Integration zuerst mit bioser Berücksichtigung des ersten Glie- 
des von m ausgeführt werden. In diesem Falle, welchem die Bedeutung 
unterliegt» dass die Oberfläche eine Ebene ist, können die (114) direkt 
integrirt werden, und es lässt sich vom Integral im Voraus angeben, 
dass h eine grade Linie werden muss. Die Linien a sind , da sie auch 
kürzeste Linien sind, in diesem Falle auch grade Linien. Setzt man 
m:=a, so werden die (1 1 4) 

da ^= (Ui cos ip 
üd(p =s fiEA sin t/; 
dq> =r ^ d\p 

und das Integral der dritten Gleichung wird 

wenn c die willkUhrliche Coustante bezeichnet. Eliminirt man d(p durch 
die dritte Gleichung aus der zweiten, so sind noch zu integriren 

da =: dh cos rp 
— adyj = dh sin xp 

Formt man diese auf bekannte Weise in die folgenden um, 

= da sin t/; + adxp cos xp 
dh SS do cos %p — adxp sin t^ 
so erkennt man sogleich dass 

i =s a sin t/; 

Ä = a cos ip + V 

die Integrale derselben sind, in welchen / und /' die willkührlichen Con* 
stanien bezeichnen. Die drei Integrale, die wir erhalten haben, gehören 
einem gradlinigten Dreieck an, denn setzt man 

c^ 180^ — c , / = ksmc , /' = kcosc 
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so werden sie 

(p + ^ + c' si iM^ 

k sin c ios (t sin tp 

h ^ acosfp + kcosc 

In diesem Dreieck sind also die Seiten a, k, h und c\ %p, q> sind bez. 
die diesen gegenüber liegenden Winkel. Man erkennt leicht, dass k der 
Werth von a für ein verschwindendes tp ist, während zugleich AasO 
wird ; lässt man die kürzeste Linie h hier anfangen, so ist c oder c der 
Winkel, den die gesuchte Linie h an ihrem Anfangspunkt mit derjenigen 
Linie o macht, die diesem Anfangspunkt ent2)pricht, das ist der Winkel 
zwischen h und k, und zwar ist in unserem Dreieck c der äussere, und 
c der innere Winkel. %p ist fUr jeden beliebigen Werth von (p der Win- 
kel den h mit a macht, und es stellt sich also c als einen specielien Werth 
von '^ dar. Nimmt man an , dass die kürzeste Linie h die k rechtwink- 
lich schneidet, so wird ca=sc'=90®, die Formeln werden einfacher und 
gehen in die folgenden über, 

fc ^ a sin f^ = <i cos ^ 
h ^ a cos %(f ^= asin q> 
t/; + y SB= 90« 

man wird diese Bedingungen in der allgemeinen Integration der Glei- 
chungen (1 1 i) wieder erkennen müssen. 



116. 

Gehen wir nun zur vollständigen Integration unserer Gleichungen 
über» so können wir k und h in Function von a und (p ausdrücken, wir 
können aber auch umgekehrt diese in Function jener darstellen, und da 
diese Darstellung weiterhin erforderlich wird, so ist es am Dienlichsten 
sie sogleich vorzunehmen. Es könnte ohne Weiteres ein schiefwink- 
liches sphäroidisches Dreieck in Betracht gezogen werden, aber um den 
Entwickelungen die einfachste Form zu geben, soll zuerst ein recht- 
winkliches sphäroidisches Dreieck betrachtet, und daher cs=90^ fssO 
angenommen werden, der Werth der dritten im vorigen Artikel erhalte- 
nen Gonstante wird sich nach den Entwickelungen ergeben. Es wird 
später auf einfache Weise vom recht winklichen zum allgemeinen schief- 
winklichen sphttroidiscben Dreieck ttbeigegangen werden können. Der 
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eben eingefttbrlen Bestimmung zufolge schneiden sich die kürzesten 
Linien h, und diejenige a, welche dem Werthe ^ssO entspricht, unter 
einem rechten Winkel, und bilden die Gatheten des nun in Betracht ste- 
henden spbaroidischen Dreiecks, die Hypotenuse desselben ist der Werth 
von a, welcher irgend einem unbestimmten Werthe von 9 zukommt. 
Die Ausdehnung , die im Vorhergehenden der Entwickelung von m ge- 
geben worden ist, erlaubt die vier Functionen üsmtp, Gcosg)^ osint/;, 
acost^ bis auf Grössen siebenter Ordnung zu erhalten, die Function 
(p+yj hingegen kann nur bis auf Grössen sechster Ordnung erhalten 

werden, welches aber für die weiteren Gombinationen ausreicht. 

• 

Es ist identisch 

d. o sin 1^ = do sin tp + ad}p cos ^ 
d. a cos %i) ^=s da cos xp — adtp sin %p 

die durch Anwendung der dritten der (1 1 4) in die folgenden übergehen 

d. a sin t/; s= da sin 1^ — o (-^j dq> cos tp 

aber die beiden ersten der (4 1 4) geben 

SS da sin tp — md(p cos tp 

dA ^ da cos 1^ -f- fndg> sin \p 
es wird daher 

und die dritte (1 i 4) giebt 

dh "" \ \^)) ^ 

Diese drei Gleichungen sollen jetzt in den eben angegebenen Voraus- 
setzungen, und durch Anwendung der Methode der unbestimmten Coef- 
ficienten integrirt werden. 

117. 

Aus der vorläu6gen Integration ist leicht zu erkennen , dass die 
folgenden Formen aufgestellt werden können, 
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osin (p =s(1+a)A «♦• bh^ + ch^ + eh* 

a cos V = a + b'k^ + c'h^ + e'A* + fh' 

und dass die CoefßcieDtcn a, b , c, e von der zweiten, alle übrigen aber 
von der ersten Ordnung in Bezug auf die andere Gathete unsers Drei- 
ecks sein müssen. Sei 

z = ih+ lh^ + mh^ + n A< 

dann wird ip:=90^ — (qp — z) , und 

sin ^ =: cos qp -I- z sin q) — -^z^ cos qp + . . . 

cos V' = sin f) — z cos 9) — ■ j z'^ sin qp -♦• . . . ^ 

Die Substitution der obigen Ausdrücke in diese giebt bis auf Grössen 
siebenter Ordnung 

ö sin tp = a -H (b'+ i + ai— ^- ai^^h^+ (c'-H l + al + bi — dil) h^ 

-l-(ß + m)A* + (/*'+»)A^ 

a cos t/; = (1 + a — a'i) A + (6 — a7)A2+ (c— am— 6't — 1 i^ ) Ä^ 

-H(e_(^fi — 67 — et — t/)A* 

wodurch der Zusammenhang zwischen qp und y) gegeben isU Entweder 
aus der Summe der Quadrate der Ausdrücke für asint^ und acosxp, 
oder auf dieselbe Weise aus den für asinqp und acosqp ergiebt sich bis 
auf Grössen achter Ordnung, 

a2 = a2 + (1 + 2a + a2^2a'6')A2+2(6 + fl6 + flV)A3 

+ {2c^b'^+2ae)h'+2{e+af'+b'c)h' 

Da femer identisch 

a^d(p = o cos (jpd • a sin qp — asimpd.o cos qp 

ist, so geben die obigen Reihen 

(1 27) a''^:=^a+ da + 2 dbh - (6'+ a6 - 3 de) A^ 

— (2 c'+ 2 00 '— 4 a'c) A»— 3 e A* — 4 fh^ 
und hieraus bekommt man 

o^gcosv; = (a + 2aa-o'^)A-i-(3a'6 — a2/)A2 — 6'A«-2c'A* 
0^ g sin V' = (a 2 + a'^a) + 2 a'^fcÄ + a'i A^ + {dl — a c ) A* 
Die Gleichung (126) giebt 
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-4- ^ Xa^ cos V **• T 'l' <^^ S'*^ V^^9'*'Jo ^"^^ S'" V — Jö ^^^^ 

+ jß /uo^cos^9)+ ^ /iVsinycosV+ j^ ^VsinVcoßy+ ^^ /u'Van^y 

+ yÄo^cos^qp -f. y AVsin qpcos y + — AVsin^g? — ^tj^iy^ 

+ ^/ia^cos^g)+ ^/iiVsing)C0S^y+ ;^/iVsin29)COSg)+ j^/u"'a^sin^g) 

und macht man diese vermittelst der vorhergehenden Ausdrücke zu 
Functionen von A, so werden sie 

Durch die Substitution der nun entwickelten Ausdrucke in die Differen- 
tialgleichungen des vor. Art. ergaben sich die folgenden Bedingiings- 
gleichungen 

a—a'i = — lj;(a'2+o'»o) — -J- d{a»^a^a) — ^la* 

3c-3a'm-36'i- 4 »2 = - ^ lya't - -J- Ö(o'»6'+a'»t) - 1 iV» 



Digitized by 



Google 



159 P. A. HA^8CIf, 

26'+2»+2at— a'»^ » 4-«?('''+2a'<i— a'»t)-|-|-d(a'»+«a'»a-a'% 

3c'+3/+3ai-».3*«-3a'ii « | iy(3a'i-a»/) -^ |ö'(» -l-3a'«-a*i) 

i » 4-,(a'+^'a)-».|(?(o'»+a'^) + -l-Äa'»-.^i?«a»+l^a'«-^iyfla'« 
2/ « ,a6 + yö'{a'+2a'a)+lA'a'«+^/«V»-,^i?«'a' 

und aas diesen Gleichungen findet man leicht 

I 4 •• / 4 «^# 4 M f^ 4 ^1« 

/ = -mA«a-i»i?<ya 

«»« -A a + j^V« + 30 /*«'-•- 7« If*" 

4 ir» I _ 48 /»' # 

^ = 410^ «+8eö^/<'« 

Der CoefBcient a bleibt unbestimmt, und bildet die zum Integral der 
zweiten Differentialgleichung hinzuzufügende Constonte. Nehmen wir 
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die oben eiogefUhrle Bestimmung wieder aur, zufolge welcher der Werth 
von a, welcher der Bedingung ff = 0, woraus A^O folgt, entspricht 
mit k bezeichnet werden soll, so bekommt man a = ft. Hiemit ist die 
Integration unserer Differentialgleichungen vollständig ausgeführt. 



118. 

Die Substitution der eben erhaltenen Werlhe der Coefficienten a, 6, 
etc. in die Ausdrücke für a sin (p, etc. giebt 






lfl'&«A» 






-^ew 



0C08 V = A~ Ir/ft^A- 1 ÖÄ»A - (f, A + ^.y«)A«A - 



,Tof*"+iöve)kh^ 

yTfi-~V9)k^h^ 
^/*" + ^,ö)ft'A^ 

TrA*+-^'?ö)fe»A 
r/+^»/ö)&»A» 

<{i/*"'+Tr'?ö'JA'A* 
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- r. (f^'^' -k^ *'*' - (tt -«' + i^^ö) w 

Ich bemerke hiezu, dass a, ft, A hier dasselbe bedeuten, was bez. 
r, p, q bei Gauss. 

119. 

Die FISiche unseres sphSroidischen Dreiecks Itfsst sich leicht durch 
k und h ausdrucken, und die Ausdehnung, die den vorhergehenden Ent- 
Wickelungen gegeben worden ist , erlaubt sie bis auf Grössen achter 
Ordnung zu erhalten; die Glieder der siebenten Ordnung sollen jedoch 
hier übergangen werden, da sie in den Anwendungen, die weiter unten 
vorkommen werden, wegfallen. 

Da die Linearelemente der rechten Seile der Differentialgleichung 
(113), nemlich da und rndtp, einander immer unter einem rechten Win- 
kel schneiden, so ist das Flächenelemcnt auf unserer Oberfläche durch 
den Ausdruck mdtpdo gegeben, und wenden wir diesen auf unser recht- 
winkliches sphäroidisches Dreieck an, dessen Flache mit F bezeichnet 
werden soll, so wird 

F =fd(pfmda 

Multiplicirt man den Ausdruck (126) ttlr m mit da und integrirt in Bezug 
auf G allein , so bekommt man mit Wcgiassung der Glieder siebenter 
Ordnung 

ywda==o2J| — ^i?a2—^Öa3 cos ()p — ~0'<r^sin()p 

— jJ-^Ao^cosV — T^AVsin(jpcos()p — jJjÄVsin2<^+4ö^^^ 
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wo die lütegrationscoQStante Null ist, da das Integral für a^O ver- 
schwinden muss. Das Produkl dieses Integrals mit dq> drückt die un- 
endlich kleine Fläche aus, die zwischen den, irgend welchen Werlhen 
von <jp und (p-hdq) zukommenden , Linien a enthalten ist, und das Inte- 
gral dieses Produkts giebt die endliche Fläche des Dreiecks. Da bei 
dieser zweiten Integration beides a und qp als veränderlich zu betrach- 
ten sind, so müsste a durch q) ausgedrückt werden, einfacher ist es je- 
doch beide Veränderliche vermittelst der Reihen des vor. Art. durch h 
auszudrücken. Man bekommt dadurch 



-ii^'Ä' 



120 * 



Die Gleichung (1 27) ^giebt ausserdem 
o'dy = dA jjk + |i^fc' + j^ 6k* 









Multiplicirt man diese beiden Ausdrucke mit einander, und integrirt 
wieder, so entsteht 

wo wieder die Integrationsconstanle Null ist, da die Fläche Ffür h=sO 



verschwinden muss. 

AbhiDill. d. K. S. GeMlIsch. d. WUseosch. XIII. 
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120. 

Ausser dem bisher bctrachlelen reclitwinklichcn sphäroidischen 
Dreieck, dessen Seilen und gegenüber liegenden Winkel 

a , k , h 
90« . V , (p 

sind , soll jetzl ein zweites belrachtet werden , dessen Stücke die fol- 
genden sind, 

o\ Jfc , h' 

90« . V' . ip' 

welches also aus dem vorhergehenden durch blosc Vertauschung von 
o mit a , h mit h\ \p mit \p\ (p mit <jp' entsteht. Die Flache dieses Drei- 
ecks soll mit F' bezeichnet werden. Es versteht sich nun von selbst, 
dass alle im Vorhergehenden für jenes Dreieck abgeleiteten Relationen 
auch auf dieses angewandt \Verden können, wenn man in denselben die 
angeführten Vertauschungen einführt. Durch den Unterschied dieser 
beiden rechtwinklichen Dreiecke wird ein allgemeines spharoidisches 
Dreieck gebildet, dessen Seiten und gegenüber liegenden Winkel 

a , a , h — K 

1 80 — t^' , y , ip — (p 

sind. Um hiefür einfache Bezeichnungen einzuführen sollen im Folgen- 
den dessen Seiten mit a« 6, c, und dessen Winkel mit A, ß, C be- 
zeichnet werden, und zwar so dass 

A = (p — (p\ Ä = V, C=180® — t^' 

werden. Nennt man ferner die Flache dieses allgemeinen sphäroidischen 
Dreiecks A » so hat diese 

^ = F-r 

zum Ausdruck. 



121. 

Der Ausdruck für A ei^cbt sich nun zuerst aus dem Ausdruck 
des vorvor. Art. für F wie folgt, 
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A = |Ä(A-Ä')jH-l,y(fc2H-A*+ÄA'-i-Ä'2) 
+ ^ek {6fc2+ 7Ä2-|-7AA'-|-7A'2) 

+ iiö ^W (A+A' ) -H *A'+ 4AV«'-|- 4ÄA'2+ 4A'=0 

+ jJjÄA»(3A2-i- 4A2-I- 4AA'-|-4A'2) 

+ ^A'A(2fe»(A + Ä') + 3A»-|- 3AW+ 3AA'*-|- SA'») 

+ ^^" (2A^(A'+ AA'+A'2)+ 3A«+ Zh%'+ 3k%'^-h 3AA'»-|- 3A'*) 

-l-,-5ö'?*(3A«— öA»(A'+AA'+A'')+3A*+3A»A'-|-3A2A'2-|-3AÄ'''+3A'«)j 

Aus der Reihe für asiütj) des Art. 118 und der Gleichung a=h — h' 
bekoDimt man aber 

A(A-A') = acsin Ä j 1 — I j;A2 - i- öAA^ ~ 1 0'¥ 

und macht man hiemit ac sin B zum allgemeinen Faclor des vorstehen- 
den Ausdrucks für A i so wird dieser 

+ T^ Öfc(6fc2_ 8Ä2-|.7ÄA'+7A'2) 

+ 7iöö'(3*'(A+A') — 6*''^- 4Ä%'+ 4A/i'2+ 4//^) 

+ 7^0 ^1^2(3^2— 5A2+4AA'+ ih'^) 

+ ^ A'Ä(2A2(A+A') - 5A»+3A2A -|-3AA'2+ SA'^) 

'^ 8SÖ^"(2*'(*'+*A'+A'')— 6A'+3A^A'+3A2A'2+3AA'3+3A'^) 

+ JL,2(3A4^.fc2(6A2_5AA'— 5Ä'2)+A^— 2AW— 2äW2+3ÄA'3+3A'^) j 
Man kann diesen Ausdruck durch die Einführung der Krttmmungsmaasse, 
die den Dreiecksecken A, B, C angehören, und die bez. mit a, ß, y 
bezeichnet werden sollen, vereinfachen. Die Substitution der betreffenden 
Reihen des Art. 118 in den Ausdruck (125) giebt das Krümmungsmaass 
allgemein in Function von k und A, und es ist leicht einzusehen, dass 
dieser Ausdruck zugleich der Ausdruck von ß ist, schreibt man in dem- 
selben K statt A, so erhält man den Ausdruck für /, utid der für a ergiebt 
sich, wenn man in (125) (t=:0 macht. Auf diese Weise entstehen 
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Man kann diese drei Gleichungen anwenden um die CoefScienten ^, 0, 0' 
aus dem Ausdruck Tür A zu eliminiren, und löst man sie zu dem Ende 
in Bezug auf diese GrOsseh auf, und schreibt sogleich alte Glieder, die 
man bekommen kann , hin , obgleich die höchster Ordnung erst weiler 
unten gebraucht werden, so geben sie 

ij ^ a 



(128), 



- l^A' -*- y AAA' + |/'AA'(Ä+ A') 



h-h' 









h-h' ^ ff h-K' 

Da im obigen Ausdruck von ^ die Glieder siebenter Ordnung Übergan- 
gen sind , so müssen hier bei der Elimination von ij, 0, 6' in den vor- 
stehenden Ausdrücken dieser Grössen auch die entsprechenden Glieder, 
und zwar die mit fi, (i, etc. a*, aß, o/f maltiplicirteb übergangen wer- 
den. Die Elimination giebl in Folge dieser Bemerkung 

A = I oc sin Ä { 1 + ^jj {4A» ~ 2Ä2 + 3AA' + 3A'2) 

+ 4lö(''^**-2A*+ AA'-|-4A'') 

- ^ (6A2- 4A» + SAA' + 5A'2) 

- S (**(* + A') - A' + AW+ AA'* + A'») 

- ^ (A2(5A»— 4ÄA'-|-5A'^— 6A*-|-1 2A»A'— .3ÄVt'»— 3AA'='+6A'<) 
+ ^(3Jt«+/f2(6A2_ 5/,Ä'— SA'»)+Ä*— 2A='A' — 2A 'A"i+3/iA' '+3Ä'^; { 
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Man kann noch einen Schritt weiter geben, und k, h, K durch die Drei- 
ecksseiten a und c und den Winkel B ausdrücken. Zu diesem Zvvepk 
bekommt man leicht aus den Reihen für asiui/^ und acosi^ des Art. 118 

fc = c sin ß — y ric^ sin B cos ^B 

A = c cos Ä -h -J-^c^ sin ^ß cos J? f . (1 29) 

A' s= c cos ß — a+ Y^^ S''^ ^ß c^s B 

Bei der Substitution dieser Ausdrücke entstehen Gh'eder, die mit cri;, 
ßt], yt] multiplicirt sind , in welchen aber aus demselben Grunde wie 
oben 

a = ßs^r — V 
gesetzt werden muss. Denn da «, /J, y nur um Grössen erster Ordnung 
von einander verschieden sind, so würden durch die Nichtberücksich- 
tigung dieser Gleichungen Glieder siebenter Ordnung mit in das Resultat 
der Elimination hinein gezogen werden, die nichts bedeuten können, 
weil die übrigen Glieder derselben Ordnung übergangen sind. Die Sub- 
stitution der (1 29) giebt nun 

A = yac sin ÄJl + ^(3a2— 9accosZ? + 4(52) 

+ jfjj (3a2 — 1 2ac cos Ä -•- 3c2) 

+ ^ (4a^ — 9accos B -h 3c^) 

+ -^^(3a*— 5a2c2-|. 3c*— 1 bab^ccosB) + /j 

wenn die Summe der im vorhergehenden Ausdruck für A ™>l ^ * ^- ^" 
multiplicirten Glieder, die weiter unten nicht gebraucht werden, mit l 
bezeichnet wird. Alle vorstehenden Ausdrücke für A s^^d ^is ^uf 
Grössen der siebenten Ordnung richtig, und ausser dem letzten würde 
man noch zwei andere erhalten können , deren einer vom Winkel A , 
und deren anderer vom Winkel C abhängen würde ; ich halte indess für 
überflüssig diese beiden Ausdrücke hier abzuleiten, um so mehr, da wir 
sie weiter unten auf einfachere Art werden erhalten können. 



122. 

Die Summe der Winkel unsers allgemeinen sphäroidischen Dreiecks 
kann auf ahnliche Weise ausgedrückt werden. Die Reihe für 9+^ des 
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Art: 118 wird auch durch die Verwandelung von h in h' auf das zweite 
im vorvor. Art. betrachtete, recbtwinkliche spharoidische Dreieck be- 
zogen, und die linke Seite derselben geht zugleich in (p'+^' über. Zieht 
man den Ausdruck dieser Grösse von dem der vorher erwähnten ab, so 
wird die rechte Seite des Unterschiedes der Ausdruck von 
(y_y') + y_^' s iSO'^ + A-t- B + C 

und wir bekommen daher sogleich für die Summe der Winkel des all- 
gemeinen sphäroidischen Dreiecks den Ausdruck 

A + B+C^ im + k{h-h')[^f] + ^dk + je'{k+h') 

+ 1aä2 + i.;l'fc(Ä^-A') + lr(A2+AA'+r^) 

+ ,;^ »;öfc(34A^ -H 1 3 (A^ + hh'+ A'2)) 

+ lii ¥f' (37fe' (A + Ä' ) + 26(A»-|- ÄW+ AÄ'^-i- *'=•)) j 

Fuhrt man hierin zuerst die Dreiecksfläche durch die Gleichung 

(1 30) k(h-h') = 2 A j ^ - ^^ 1? (A* -I- A' + AA'+ A'^ 

- ^ eA (6A2 + 7(A* + AA'+ A'» )) 

- iiö ö' (3AHÄ + A) + 4 (A=» + A»A'+ AA'^ + A'')) j 
ein , die leicht aus dem Vorhergehenden folgt, so wird 

A + B+C^ 180«-|- aI^^ + IöA-h-J-öXA + A') 

+ 1 ; A^ + 1 i'fe (A + A') -H ^ r(A2+ AA '+ A'») 

-*- A/**' + il)/*'^'(*+*') + ,^/A(A^+AA'+A'^) 

+ ifö/""'(A'+A^A'+AA'2+A'') 
~^i?Öfc(A^+7(A»+AA'-i-A'*)) 
+ r8ö'?<^'(9AHA + A') + 2A»-3A2A'-3AA'» + 2A'»)j 

und eliminirt man hieraus tj , 6, 0' durch die (128), deren Glieder hier 
Alle in Betracht kommen, su ergicbt sich 
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A 



90 



{ki—W + lhh'^3h'^) 



_ ^ (fe2 - 4A2 -H 7AA' - 2A'2) 

~ A {AÄ2^.;t'fe(A + A') +r(A^ + ÄA'+ A'^)} 

— A {8/iA»-i-12^'fc2(A+Ä')+6/i"A(3A2— 2AA'+3A'2) 

+;tt'"(7A»-3AW-3AA'2-l-7A-')} 

Wendet man endlich die (i29) an, um die DrelecksstUcke a, c, B ein- 
zurühren, wobei hier nur die Glieder erster Ordnung derselben in Be- 
tracht kommen, so bekommt man 

A-hB + C^ 180<» + f {a+/y+y) 

-I- A^ (c2 — oc cos Ä — 3o2) 

-^{c^+accosB-ka^ 

-^{c'-SaccosB — ^a^ 

-. A j gjfc' - 1 21f' oc* -I- 1 SM Vc - 71f "Vj 

wo zur Abkürzung 

J ^XsinW+^'smBcosB + X'cos^B 

A' =A'sinB + A''cosB 

A' = A" 

M = fisinW -+■ Sfi sin 2ß cos B + S^'sinBcos^B + fi" cos »Ä [(131) 

M' = n' sin 2ß + 21*" sin Ä cos B -H /' cos ^ 

M" ^ ft sin B + fi" cos B 

M'" = /*'" 

gesetzt worden ist. Die vorstehenden Ausdrücke für die Summe der 
Winkel des allgemeinen sphäroidischen Dreiecks sind bis auf Grössen 
sechster Ordnung richtig. 
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123. 



Vergleichen wir jetzt das bisher betrachtete sphäroidische Dreieck 
mit dem sphürischeD , welches dieselben Seilen a, b, c, hingegen die 
Winkel A-l-dA, B+dB, C+dC hat, und entwickeln die Ausdrücke fiir 
dA, dB, dC. Ich habe hier das sphärische, statt des von Gauss zur 
Vergleichung gewählten ebenen Dreiecks gesetzt, weil das Resultat da- 
durch eine grössere Allgemeinheit erhält, und die Vergleichung mit dem 
ebenen Dreieck als specicUen Fall in sich fasst, welcher einfach dadurch 
herbei geführt wird, dass man den Halbmesser der Kugel, auf welcher 
man sich das sphärische Dreieck verzeichnet denkt, nnendlicb gross 
macht. , Dieser Halbmesser, welcher hier mit in Betracht kommt, und 
mit r bezeichnet werden soll, jst im Allgemeinen völlig willkubrlich, und 
man kann ihn in den Anwendungen so bestimmen, dass die Ausdrücke 
möglichst einfach werden. Nehmen wir nun r in demselben Linear- 
maasse ausgedrückt an, wie die Dreiecksseiten a, 6, c, dann erhalten 
wir aus der sphärischen Trigonometrie 

sin ^sin-^ cos (A + M) = cos— — cos -^ cos — 

und setzt man hierin für die Sinusse und Cosinusse der Seiten die be- 
kannten Reihen, die ^chon oben angewandt wurden, so giebt eine Ent- 
wickelung, die durchaus keine Schwierigkeiten hat, 

bccos{A+dA) = — |a2 + 4-t'-t-|c^+if 
(132) < accos(Ä+dß)= ^a^^^b^^^c^^L 

abcoB{C+dq= . |a2 + f6^-lc^ + M 
wo zur Abkürzung 

^= 1^ (a^-26^-20+^ (6^-c^^ 
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gesetzt wordeo ist. Diese drei Aasdrttcke folgen durch Yertauschung 
der belrcfTenden Buchstaben aus einander, die weiteren Entwickelungen 
aber besitzen diese Eigenschaft, wenn man nicht neue, von der allge- 
meinen Oberfläche abhängige, Holfsgrössen einfbhren will, nur in ge- 
ringerem Maasse. 

Zur weiteren Entwickelung der Functionen K, L, M brauchen wir 
ausser der Gleichung a^h — h' nur die ersten Glieder von o^ und a'\ 
hier c^ und b^, des Art. 118, nemlich 

diese geben leicht 

- ^ </fc*(A+A')(Ä»+AA'+A'2)j 
und folglich wird 

fl2(a» _ 26« _ 2c2) -I- (fr' — c»)» 

a, _ 4&2(Ä~A'f jl + 4-iyAA' + |öfeAÄ'+^(ii'(A'W+AÄ'*)j 
ferner wird mit ausreichender Genauigkeit 

a» — 5fr' _ öc' = — 1 0fc' — 4A» — 2AA' - 4A'' 
Ib* -i-7c* -1-1 OfcV = nk* + 24&'(A'+A'') + 7Ä^ + 1 0AW + 7Ä'* 

fr»-l-c» = 2fc*-|-A»-i-A'» 
folglich 

a*{a'— 5fr»— 5c') + o'(7fr^ +lc* + 1 0fr V) — 3 (fr'— c')'(fr'-|- c») 

= 8fc'(Ä-A')'(3it'-|-A'-l-AÄ'-|-A'') 
Ferner 

3a2 — 7fr' — 3c» =s — 1 0Jt' — 6AA'— 4A'' 

564 _ 3c4 _ 1 0fr'c» Ä — 8ft* — 1 6ifc'Ä' — 3A^ — 1 0A'A'' + 5A'« 

fr» — 3c' s= — 2A'— 3A'+ A'' 
folglich 

a<(3a' — 7fr' — 3c') -i- o'(5fr* — 3c^ — 1 0fr'c») — (fr' — c')'(fr'— 3c') 

- _ 8Jk2 (A— A*)' (ft' -»-SA' — aAA'-l- A'') 

Hiemil sind die Glieder entwickelt, aus welchen K und L bestehen, und 
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man erkenüt leicht, dass sich die von M aus denen von L ergeben. 
wenn in diesen h und h! mit eioander vertauscht werden. Aus diesem 
Grunde wird es überflussig die Glieder, aus welchen M besteht, aus- 
führlich hinzuschreiben. Stellt man jene zusammen, so erhält man 

K=- k\h^hy j^ (1 2+ 4^M'+ 3ÖÄÄÄ'+ (/{h^K^hh"')) 

+ ^{^k'^ + h^ + kh' + h'^)\ 

L = -ik2(Ä_A7J^(12 + 4i?ÄA'+3ÖfeAA'+Ö'(Ä'A'+AP)) 

Es ist zu bemerken , dass diese Functionen die Grundlage des Unter- 
schiedes zwischen der Reduction des sphäroidischen Dreiecks auf das 
sphärische, und der Reduction desselben auf das ebene Dreieck bilden. 
Denn macht man in denselben r unendlich gross , so werden sie Null, 
und in den noch zu entwickelnden Functionen wird r nicht vorkommen. 



124. 

Den eingeführten Bezeichnungen zufolge wird im' sphäroidischen 

Dreieck 

6ccosA ^ acos<jp. acosqp'-l- asiny . a'sin<jp' 

Da ferner aus demselben Grunde die erste Gleichung (1 32) 

bccos{A^dA) = ~l(Ä-Ä')^+|o'^+f a'-^+Ä 

giebt, so bekommt man leicht 
bc (cos A — cos [A+dA]) 

= y {h-^Kf — Y (a cos qp — a cos (pf — — {Q^\iX(p— o sin (pY — K 

Ferner ist 

oc cos A = (Ä — K) o cos tp 

ab cos C SS — (Ä — h!)a cos tp' 

und die zweite und dritte der Gleichungen (1 32) werden 

occos {B+dB) = y {h-hy + ^ (,2 - -i a'2 + L 

abcos{C+dq = -L(A_Ä')2_i-a»-f.i-a2 + M 
woraus 
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ac(cos B —cos {B+dB))^—j{h^h')^ + (A— A>cos v — {io^—a^)—L 

ab (cos C— cos{C+$q)^—^{h—hy— {h-hy cosy/ + ±(0»— </2)_-lf 

folgen. Maa erkennt hieraus , dass dC aus dB vollständig durch Ver- 
tauschung von h und h' mit einander erhalten wird, vsreshalb im Folgen- 
den nur die Entwickelungen von M und dB vorgenommen zu werden 
brauchen. 

125. 

Die Reihen des Art; 1 1 8 geben bis auf Grössen der achten 
Ordnung 

(0COS9) — a'cosq)y 

(o sin 9— </ sin 97= (Ä— A'^jl +±i]k' + ± (2öft»-|- d'Ä(ÄH-A')) 
+ JL (3 u< -I- 3 A'A» (A -I- A') -+■ A'A^ (A^ -i- AA' + A'») 

-*- iiö (* /^fc' + 6 ^'fe* (A + A') -I- 4 /*"*=> (A» + AA' -l- A'^) 
-#- ^"'A»(A3 + AW -I- AA'2 + A'»)) 
-I- ^ ,2 (3 fe<-.4 fc2 (A2 + AA' -I- A'2)) 
-I- _L ,öA (36 k* — 73 fc2(A2 + AA' -1- A'*)) 

■»- iiö '^^ (^ ''^ ^* (*■*■*') ~ ^ **'(*' "•" *'*' ■*■ *Ä'^+A'3)) j 
woraus sich ohne Mühe 
6c(cosA~cos(i+di))=- 1 *'(A-A')' \tV + n (2öA -*- Ö^ (A + A')) 

^. JL (3 ;Uk2 + 3 A'fe (A + A') -l- A" (A^ + AA' -1- A'*)) 
+ .1. (4/«&3-|-6/i'AHA-i-A')-i-4/fe(A»-l-AA'+A'») 
+ /t"'(A»+AW+ÄÄ'» + A'»)) 
-H ^ V'(3 fe' -•- Ä' + 6 AA' -I- A'2) 

+ JL tjek (36 A2 + 2 A-^ -I- 77 AA' -l- 2 A"^) 

^_ JLtj(/[\ 7AXA+A')+6A»+26AW+26AA'2+6A'') 
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ergiebt. Mao bekommt ferner aus deo Reihen des angezogenen ArlikeU 
2(A— A>cosv — («»— o'*) 

= (A-A')» { 1 - 1 tik'^- ^ {36k' + m (2 A + A')) 

- ^(6AA« + 4i'A»(2A + Ä') + i''A»(3 A» + 2 AÄ' + A'»)) 
~ ^Jj10/*&*+ 10/t'fc*(2A + AO + 5/&»(3A»+2AA' + A'2] 
+ ^"'fe2 (4 A» + 3 AW + 2 AA'» + A'')) 
-Jlf (** + *' (3 Ä' + 2 AA' + Ä'2)) 
~ lii i^^S** (3 A* + 2 fc» (3 A» -I- 2 AA' + A'^) 

~ ~ fj&{2B A^(2 A +A') -I- 1 8 A» (4 A»+3 AW+2 AA'»-|-Ä'»)) j 
und hieraus 
«c (cos ß — cos [B + iB)) 

= - i- fcj (A-A7 j -J- , -I- ^ (3 ÖA + <?' (2 A + A')) 

+ ^(6iA»+4;i'A(2Ä + A') + A'(3A2 + 2AA' + A'»)) 
+ jij (1 ^» + 1 /*'A' (2 A + Ä') + 5 /«'fc (3 A« -I- 2 AA' + A'^ 

+ ti" (4 A» + 3 AW + 2 AA'> + A'»)) 
+ i »?' (*' + 3 A * -•- 2 AA' -1- A'*) 

+ ^B '?ÖA(3A'+6A»+4AA'-|.2A'») 

+ ^)/6r(25A2(2A+Ä')+72A»+54A*A'-i-36AA'»+i8A'»)j-L 

Es ist Temer 

6csinA SB osin^i. acostp — acostp. a sinip 
ac sin £ s (A — A') o sin tp 
oder, nach der Substitution der Reihen, mit ausreichender Genauigkeit, 
6csin A = A (A— A') j 1 + 1, (A» + 2 AA') 

+ ^ ÖA(2A2-|- 5AA') + ^ e' (A^(A + A')+2 AW+2 AA'*) j 

flcsinB = Ä(A-A')j1 +l,A» + i-flAA» + ^</A»)j 

womit alle zur Erlangung von dA und dB erforderlichen Ausdrucke 
entwickelt sind, und nur noch mit einander combinirt zu werden 
brauchen. 
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126. 

Durch Divisionen und Substitutionen der Ausdrücke von K und L 
ergiebt sich aus den Ausdrucken des vor. Art. zuerst 

CO« A — cos {A -¥- ^A) 
sinA 

--T*(A-A')ll^+l^(2ö*+ö^(A + A'))-ip 
+ i >?' (*' -»- 2 A' + 2 M' + 2 r) -I- ^ jyJt^ 

-*-m'i^i'^ *' (* + *') + 6 A'+e AW + 6 AA'?+6A'») + ^ fl^jfe^ (A+A') 

~^(3A'+A»+AA' + A'») 
+ i (3Afc» + 3 A'Ä (Ä + A') + X' (A« + AA' + h'^) 
+ iJö (V*'+6i»'*'(*+*') + */A{A»+AA'+A'») + fi'"{k^+h%'*hliU A'»)) j 

COS B — cos (B -I- Jj>) 
sin B 

= _±Ä(Ä_Ä')ji.,+±(3eA+flr(2A + A'))-^ 
+ i>2'(2ik' + A2+ 4AA' + 2A'») + j^i?(A2-2AA') 
+ 4'?Öfc(3fe*- 3 A»+ 4AA' + 2 A'») + 5^ <?A(A»- 2AA') 
+^)yÖ'(25fc2(2A+A')+1 2A='+39AV»'+36AA'»+1 SA'")* j^flf(A»-AW-AÄ'») 

_J_(fc2 + 3A« — 3AA'+A'») 
+ ^ {6AA2+ 4A'A(2A + A') + r(3Ä2 + 2AA' +A'»)) 
+ »5Ö 00/**' + 10 ^'A' (2 A+A*) + 5^'Ä (3 A» + 2 AA' + A'«) 

+ ft'" (4 A» -I- 3 AW + 2 AA'« + Ä'»)) j 
Setzt man nun flir einen Augenblick 

co»A — co»{A + ^A) ___ 

sin A " 

SO wird 

dA SS p — —p^ cotg A 

und einen analogen Ausdruck bekommt man fttr dB. Der Art. 118 giebt 
aber mit hier ausreichender Genauigkeit 
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und aus den vorstehenden Ausdrücken erhall man 

V SSI j =T* (*-A)2j-,;2___,^ 

/cosB -cos(B + irB)\2 4 ,,,. i^oJ < , 8 

Substituirt man diese Ausdrücke so ergiebl sich leicht 

<r>i = -4-MÄ-Ä')j|, + >* + ±ö'(A+/o— ^ 

+ «Is (7*' + 4 Ä» + 9 AA' + 4 A'2) - ^^ AA' 
+ ^(42ft2+4A» + 49AA' + 4A'»)-^AA' 
+ ui (^ 2 A« (A+A) + 6 A' + H AW+ 1 1 AA'*-i-6 A'») 

-^(AW+ÄA'^)-:^(7A«+4A*-AA'+4A'^) 
+ 1 (3 AA* + 3 A'A (A + A') + k' (A» + AA' + Ä'^)) 
+ jj^ (4 //A» + 6 fi'k^ (A+A') + 4 /A(A» + AA'+ A'^) 

+ ^"' (A» + AW + AA'^ + A'^)) I 
rfÄ = ~i-A(A-A'){4-,?+|eA + ±6'(2A + A')-^ 

+ -^ (4 fc» + 7 A» + 3 A/i ' + 4 A'^) - ;f{^ AA' 

+ |g(6fc«+3A»-AA'+4A'2)-^f^AA' 

+ ^^(25 fc2(2A+A')+42 A3+24A%'+ 2UA'»+ 1 8A'') 

+ _'- (6 AA2 + 4 A'A (2 A + A') + / (3 A» + 2 AA' + A'^)) 

+ Wo (' '^i"*'-»- ^ "/*'*' (2Ä+/0+'i /m"A(3A2+2AA'+A'^) 

+ ^"^ (4 A « + 3 AV*' + 2 AA'^ + A'^)) j 
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die bis auf Grössen sechster Ordnung richtig sind, und womit die Auf- 
gabe schon gelöst ist. 

127. 

Die eben erhaltene Auflösung unserer Aufgabe kann durch Ein- 
führung der Droiecksfldche, der oben schon angewandten KrUmmungs- 
maasse, und der Dreiecksseiten und Winkel vereinfacht werden. Die 
Anwendung der Gleichung (1 30) giebt 

+ 4To (2 *' - A' + * AA' - A'') + 5^ (*' + A' - AÄ' -»- *'') 

+ ^ (9 fc2_32 Ä«+< 3 AÄ'— 32 A'») -l-3-|^(6 A2-|-7A2-8AA'+7A'2) 

+ g(13A2(Ä + A')-Ä» — 4ä2ä'-4ää'2-A'») 

+ j|^ (3 A' (A -I- A') + 4 A» - AW - AA'^ + 4 A'») 

+ h (3AA2+ 3A'A(Ä + Ä') + A"(Ä2 + ÄÄ' + Ä"^)) 

+ ~ [K^tk^ + 6//A2(Ä + Ä') + 4/A(Ä2 + ÄÄ' + Ä':*) 

+/tt'"(Ä=' + AW + AÄ'» + Ä'»j)j 

- ^ (A2- 2 Ä» + 2 AÄ' + Ä'2) -I- 3^^ (A» + Ä2 - ÄÄ' + Ä'2) 

"'. (21 A'-i-57ä»+97ää'+47ä'2)+ j^(6ft*+7Ä2— 8ÄÄ'+7Ä"-') 



2160^ 



+ ^(52A»Ä+17A2Ä'-|-30Ä3 — 21ÄÄ''« — 27ää'2 — 3Ä'3) 

+ 8& (3 A'(Ä + A') + 4 Ä» - Ä^Ä' - ÄÄ'» -I- 4 Ä'») 
-i8i;^(*A^+T^A'-''ÄÄ'+4Ä'^ 

+ JL (6 AA» + 4 A'A (2 Ä + Ä') + A"(3 Ä» + 2 ÄÄ' + Ä'»)) 

+ _L (i /<fc' + 1 /A» (2 Ä + Ä') + 5 /t'A (3 Ä» + 2 ÄÄ' + A'») 

-I- /' (4 Ä» + 3 ÄW + 8 AA'» + Ä'»)) j 

lind führt man hierin die Krümmiingsmaasse durch die Gleichungen 
(1 28) ein, so entstehen 
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-^J3Ä»-4A2+1UA'-4Ä'2J - j|^J4ik»+3Ä2- 2AA'+3r| 
-A^J9fc»-3Ä» + 13ÄA'-A'») — ,^''^|3ife»+4Ä»— 4AA' +3Ä'^| 



14 6« I 



-^j***~*' + ^3M'-3Ä''j— j^J3fc»+3Ä»-4AA'+4P| 

+ 4|*^'+ **'*(*+*') +n3A» — 2AA' + 3Ä'«)j 

+ 4J6M*+9/«'*'(Ä + Ä') + i«'*0 <*'-***' + <<*'') 

+ /' (4 A» — A'A' - AA'> + 4 A») | 

_ ^* j 9JkJ_39Ä»^73 AA'— 25A'2 j —^ j 4A2+3A2-2AA'+3 A'^| 
+^J8A»-30A«+54AA'-16A'2J-j^[3ft'+4A^-4AA'+3A'='| 
+ ^Z\ ^ 3A^-33A»+43 AA'+3A'»j -^^j 3Jk'+3Ä2-4 AA'+4A'^| 

+ A J3;H2 + 2i'i(2Ä + A') + X' (4 A»— 4 AA' + 3 A'^)j 

+ if5[ 5^fe»+ 6/i']fc«(2A^-Ä') + /*'fcO 5A»— lOAÄ' + 10A«) 

+ M ' (6 A» - 3 Ä»A' — 2 AA'» -•- 4A'') j 

auch bis auf Grossen sechsler Ordnuag richtig. Wenn man nun in die- 
sem Ausdruck von dB um dC zu erhalten , A und A' mit einander ver- 
lauscht, so müssen auch ß und y mit einander vertauscht werden. 



128. 

Führt man endlich in die eben erhaltenen Ausdrücke die Dreiecks- 
stucke a, c, üviin, «nd schreibt atich den Ausdruck fUr dC hin, dann 
wird schliesslich 
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Sr" 



J9c2— Hoc cosÄ — a»j — j^[3c* — 2accosÄ+3a»j 



A«^ 



S46« 



— ^J9c2-7cccosÄ-3o»} ~j^J3c2-4accosÄ+4o«j 

+ ^^[7c»-7flcco8Ä+4o'j 
+ AJ4^c» — 4y/'ac+3y/*o»j 
+ ,4j 6Mc3- 9lf' oc2+ i i M'a»c - 4^*0' j 

— ^J9c»-23accosÄ— 25o«j - 3f^.J4ca-4a<;cosB-|-3o2J 
+ ^J8c2--22accosB-16o«j - j^J3c»-2oc cosB + 3o>j 
+ ^jl3c»-49accosÄ+3a^j - j^J3c»-4occosÄ+ 4o«j 

+ i^l 5 Äfc» - 5 If'ac* + < IfVc - 4 M" o" j 

A«!J9c» + 5accosÄ— 39o»j - j^J4c»— 4accosÄ + 3a»j 



9460) 



H.^jl3c2+23accosB-33«»j~3^{3c»-2acco8Ä + 3a»j 

+ ^J8c»+6accosB-30a»j - ^J3c»- 4accosÄ + 4o»j 

+ _A_J4<a_7accosß + 7a«j 

+ ^J3^ca— 4^'ac+4^'o») 

+ -^ j 5Äfcä - < M'ae^ + 1 5 Jf* o»c — 6lf "' c» j 

die gleichwie die vorhergehenden Ausdrucke bis auf Grössen sechster 
Ordnung genau sind. Die hier angewandten HülfsgrOssen yt, A\ jf , 
M, M, M", M" sind dieselben, die durch die Gleichungen (434) einge- 
rührt worden sind. 

Akkaadl. i. K. S. OttUtb. i. WiiMDwk. XUI. 1 2 
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129. 

Man kann mit wenig Mttho ans den vorslehendon Ausdrücken noch 
ein interessantes Resultat ziehen, nemlich eine Relation zwischen der 
Flache des sphüroitiJscheD, und dor des sphärischen Dreiecks, auf wel- 
ches jenes hingeführt worden ist. Sei die Fläche dieses sphärischen 
Dreiecks mit A bezeichnet, dann ist 

A^B+Cr^dA + dB + dC^ 180<» + ^' 

setzt man in die h'nke Seite dieses Ausdrucks ftlr die darin Vorkommen- 
den Grössen ihre aus den Artt. 1 22 und 1 28 zu entnehmenden Werthe, 
so erhält man sogleich 

A'= A-nitic'-4accosfl+3a^| 

_AJJ3c2 — 2flccosß + 3a^j 

_^J3c2— 4accosÄ + 4a2J 

+i^i ^'~ ac C0& B + a^ | 

welcher Ausdruck auch bis auf Grössen sechster Ordnung richtig ist. 
Da leicht im Voraus erkannt werden kann, dass im Unterschiede zwi- 
schen A' und A dll^ Glieder, die in den vorhergehenden, biefiir be- 
nutzten, Ausdrücken von r unabhängig sind, verschwinden inttssen, und 
diese sich im vorstehenden Ausdruck in der That gegenseitig aufge- 
hoben haben, so ist hiemit eine Controlle eioes grossen Theite der vor- 
hergehenden Entwickelungen erlangt. Da Terner der vorstehende Aus- 
druck, wenn man die Krflmmungsmaasse a, ß, y einander gldch setzt, 
^' 3S£ ^ werden mus«, und dieses auch der Fall ist« so ist bieaiit eine 
Controlle für einen anderen Theil der vorhergebenden Entwickelangen 
eirlangt worden. 

Wean man in allom Gaua^ischen, sich auf die hier bebandelte 
Aufgabe beziehenden, Ausdrücken statt der von ihm angewandten, und 
mit f\ f\ f\ g^, g\ h^ bezeichüelen Coefficienten die hier angewandten 
und mit rjy 0, 6' k, l\ A" bezeichneteo Coefficieatei einfUlH^t"^, so wird 



*) Die hiefür anzuwendenden Relationen sind : 
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man, id so weit die Vergieichung überhaupt möglich ist, völlige Ueber- 
einstimmuDg fiuden. 



130. 

In Bezog auf den im Art. 1 1 3 eingefllhrten Winkel v sind noch die 
folgenden Erklärungen etforderiich. Es wurde dort v als der Winkel 
definirt, den die Hauptkrümmungslioie auf der Oberfläche, in deren 
Ebene die Achse der x gelegt worden ist, mit dem ersten Element der 
kürzesten Linie macht, die vom Punkt A ausgeht, und für welche tp^ssO 
ist. Der Anfangspunkt von v wurde in den Zweig der Hauptkrümmungs- 
linie verlegt, in welchem die x positiv sind. Da die genannte kürzeste 
Linie, welche weiter hin im Verlaufe derEntwickelungen mit k bezeichnet 
wurde, eliminirt, und durch die ähnlichen a und a, oder welches dasselbe 
ist, durch die Dreiecksseiten c und b ersetzt worden ist, so kann man v 
nicht als unmittelbar gegeben betrachten, sondern mass statt dessen den 
Winkel zwischen der genannten Haupikrümmungslinie und einer der 
beiden Dreiecksseiten 6 oder c als eine unmittelbar gegebene Grösse 
betrachten. 

Der Winkel zwischen der genanaten HauptkrUmmungelinie und a, 
oder der Dreiecksseile c, wurde a. a. 0. schon unter der Bezeichnung 
X eingeführt, und sieht man diesen Winkel als gegeben an, so wird 

^ — X — 9 
Aus den Reihen des Art. 118 erhält man aber mit hier ausreichender 
Genauigkeit 

lg 9> = T = ^^ * 
und folglich wird 

Will man statt dessen den Winkel zv^ischen derselben Hauptkrüm- 
mangslinie und der Dreiecksseite b als gegeben betrachten, und be- 
zeichnet man diesen mit x\ so findet man ohne Weiteres 
V = ;f' + ß + A — 90» 

Ifiemit sind alle iü unserer Aufgabe vorkommenden Grössen vollständig 
erklärt. 

42* 
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131. 



Die zunächst liegende Anwendung der vorhergehenden Auflösung 
der allgemeinen Aufgabe bietet die Kugel dar, und es soll daher jelzl 
angenommen werden, dass die allgemeine Oberflache in die Oberfläche 
einer Kugel von dem Halbmesser r überseht. Aus den Entwickelangen 
des Art. 113 geht nun hervor, dass ia diesem Falle 

und dass alle Übrigen Goeflicienten 0, (i\ X, X X\ fi, etc., wie weil man 
auch die Entwickelungen fortsetzt, Null sind. Es wird folglich 

Setzt man nun diese Worthe in den letzten Ausdruck für ^ des Art. 121, 
so wird zuerst 

/S.^^ac8\nB\\ + ^^(a*— 3aucosÄ + c^) 

+ 3jj^(3a*— 5a2c2 + 3r*— 15afcVcosß)j 

aber, die sphärische Trigonometrie gicbt allgemein 

(133) accosÄ = |a2 ^ 1. b^ + 1 f^ 

ji:,(a^ — 2a262— 2aV + 6^ — 26V + C*) 

und eliminirl man hiemit cos B aus dem vorstehenden Ausdruck , so 
wird er 

A^Yflcsinfijl — ^{a'-Sb^ + c^) 

480r* "*" »6f^ "*" 444r» 480f^j 

mit dem Art. 82 vollständig übereinstimmend. Macht man dieselben 
Substitutionen in dem letzten Ausdruck der Summe der Winkel des 
sphäroidischen Dreiecks des Art. 122, und erwägt, dass jetzt auch alle 
Coefficienten A, A\ J\ M, M\ M\ M"\ etc. Null werden, so wird 
dieser 

A + B + C= 180^ + A 

welches eine bekannte Gleichung der sphärischen Trigonometrie ist. 
Fuhrt man auch dieselben Substitutionen in die Ausdrücke des Art. 128 
ein, so findet ntan 
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dA = dB = dC = 
welche Gleichungen sich von selbst verstehen. Macht man hingegen in 
denselben, sonst unveränderten Gleichungen erst r unendlich gross, und 
fuhrt darauf die oben genannten Substitutionen ein, so bekommt man. 
nachdem auch B eliminirt worden ist, für die Reduction des sphärischen 
Dreiecks auf das ebene, 

« = -i|'-.-£. + .w + is.| 

*« = - 4-1 '+i&-.T^ +.-£.! 

^'^ = ~ 4"P + äl? "^ 6Ö;5 ~ 307) 

mit den Ausdrücken (96) des Art. 80 vollständig übereinstiumiend. 



132. 

Es soll zweitens die Anwendung der vorhergehenden allgemeinen 
Formeln auf das abgeplattete Revolulionsellipsoid ausgeführt, und zu 
dem Ende die Gleichung dieser Überfläche wie früher in folgender 
Form aufgestellt werden, 

n« ^ m» ~ ^ 

Hier liegen wieder die Achsen der x und y im Aequator, und es soll 
ausserdem die Achse der x in dem Meridian liegen, von weichem an 
man die Längen zählen will ; die Achse der z liegt wieder in der Um- 
drehungsachse des Revolutionsellipsoids. Die grosse Halbachse ist hier, 
um Verwechselung mit den Dreiecksseiten vorzubeugen mit n, und die 
kleine Halbachse aus demselben Grunde mit m bezeichnet worden. 

Verlegt man nun zuerst den Anfangspunkt dieser Goordinaten 
in den Punkt der Oberfläche, dessen Goordinaten f, 0, f sind, dann wird, 
wenn die reducirte Breite desselben mit ß bezeichnet wird, 
I = » cos /? , S ssz m sin ß 

und die Gleichung der Oberfläche geht, wenn man die neuen Goordi- 
naten allgemein mit x\ y, z bezeichnet, über in 

^ + ^ + 2 ^ cos /? + 2 -^ sin /? - 

Dreht man ferner die Achsen der x und z so , dass die der z in der 
Normale des Anfangspunkts zu liegen kommt, und im Innern des Revo- 
lutionsellipsoids die z positiv werden, so muss, wenn B die Polhöhe 
des Anfangspunkts der Goordinaten bezeichnet. 
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X ^^ o; sio B -— z cos B 
% Ä — :d cos 17 — zävlB 

substitairt werden.^ Man eitalt hierauf fttr die Gleichung der 
Oberfläche 

^ 2 a? /5Jn_£cos^ ^^ cosB sin/?\ ^^ ^ / cosBcosß müB sin fi \ ^ ^ 
\» *»/ \« f»/"" 

Aber, wenn wieder die Excentricität der Meridiane mit e bezeichnet 
wird, so ist 

und 

sin 2ß = _?"-^- 
sin II _ ,_^c^,g.^ 

womit die Gleichung des Revolutionsellipsoids schliesslich in 
(134) . . x^ + Ay^ + Bz'+iCxz — iDz^O 
ttbergebt, oacbdem zur Abkürzung 

il = 4 — c» cos V 

C ^ ^^^ sin/?co8^ 



■ 



gesetzt worden ist. Die Achse der x, die unbeschadet der Umformungen 
immer in demselben Meridian liegen geblieben ist, liegt hiemit zugleich 
in der einen der beiden HauptkrUmmungsebenen des Revolutionsellip- 
soids, da immer auf dieser Oberflache die Meridiane Hauptkrttmmungs- 
linien sind. Es ist femer, wenn wir uns den Punkt A auf der nördlichen 
Hälfte des Revolutionsellipsoids denken, der positive Zweig der x Achse 
nach Süden gerichtet, und die im Art. 130 erklärten Winkel x und 2 
werden die vom Sttdpunkt des Horizonts zu zählenden Azimuthe der 
Dreiecksseiten c und b. 



*] Da hier keine schädliche Verwechselung entstehen kann , so habe ich für die 
noiien Coordlnaten wieder die Bezeichonngen x und z gewählt, obgleich sie mit den 
oben eben so bezeichneten auf keine Weise identisch sind. 
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t93. 

Die erste DiffereDlialion der Gleichung (1 34) giebt 
xdx + Aydy -f- Bzdz + Cxdz + Czdx — Ddz = 
Belrachtet man nun z als Function von x und y, und setzt wie oben, 

so erhält Dqan hic^raus 
deren Differentiation 

^-hCp J5+_O0JC+jBp[ 

Z>-ßB-lte "■" (D-Cx-^Bs)* 
Cq {X -h Cz) Bq (C-hBp)> iy 

giebt. Dttich fortgesetzte Differentiationen dieser Gleichungen, und 
nachdem schliesslich in atlea Ausdrücken o; ss y 391 z =» g^&etat worden 
war, ergab sich 

{ d't\ _ AB Q AC ( dU \ _ r. /^t\ _ ^ ^B_ 

Da allgemein 

f£r\ _ f^\ . /dV\ _ f ^t \ . /d«<\ / d'r \ 

ist, so sind hieniit alle erforderlichen Differentralquotienten gegeben. 
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134. 
Da Dan allgemein 

\dxdy) ~ ' VÄtedy/ "*" \d^)\dy) "*" \^/V rf^/ "^ ^ \toiyy 

(S^) - < (S) + 3 (£)(f ) + » ©(S) + ' (S) 

*(-J)(S) + K^) 

(^) = ' (0) * » (0)(^) + » (^X^) - ' (0) 

ist , so geben die fintwickeiungen des vor. Art. fUr das Revolulions- 
ellipsoid 

(jLrL\ = 4 i^ f^^ a 

l, «to /O * D» ' V d» /o " 

and durch die Substitution in die Ausdrucke des Art. 113 erbalt man 

n = 

^ = * nö= — * > 



4^ 



p' = 

q" ^ u 

(>'"= 



» at i<»JC 16 il'C Ol A*C 

? — ^* ~Di T W " ^* ~D^ 



Digitized by 



Google 



Geodätisch B UiiTitBSccHCNGEif. 185 

135. 

Die vorhergehenden Formeln sind strenge, und gelten für jeden 
Wertb der Excentriciläl des'Eliipsoids, betrachtet man aber von jetzt 
an e als eine kleine Grösse erster Ordnung, und übergeht die mit e^, etc. 
niultiplicirten Glieder , so werden sie weit einfacher , und gehen in die 
folgenden über, 

n = ^(i_2cos2^), 7r' = 

;,"= -^(l-cosV) 

p = ^ sin /J cos /? , p' = 

(f" = -^'sin/Jcos/J, p'" = 

zufolge der Art. 1 1 3 und 1 30 ergiebt sich hieraus 

a = — -^cos2/JsinOr + Ä)cos(x + Ä) 
r = -^sin^^-gr'cos^^cos^Or + fi) 
fi = — ^-^ sin /? cos /? sin (;f + B) 

fji :ss: — ^ sm ß cos /? COS (;f + B) 

f/ — ^^^ sin ß cos ß sin {% + Ä) 
^'" -= _ liL" sin /?cos /Scos (« + ß) 
Es ist ferner strenge 

^ ~ n*(4-e»co8V)* 

also wenn man hier die mit e^ mulliplicirten Glieder mit aufnimmt. 

tl r= ±,ji + (^ + ±ß4)cos2,*+y(3cos22/?-1)j 

Bezeichnet man nun, den übrigen Bezeichnungen analog, die rcducirten 
Breiten, die den Dreieckspunkten A, B, C zukommen mit a\ ß, y\ so 
erhalt man für die Krttmmungsmaasse cc, ß^ r d>6 folgenden Ausdrücke, 

/?*= -;;. jl+ (e2 + -ie*)cos2/?' + 4-(3cos22/^- 1)j 
r = -^|<+ («'+ T^) cos 2/ +-f (3cos22/ - 1)j 
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und hieraus 

af' — ~< + 2e2cos2a) 

aß = -^(<+ e^cosätf + ^2(508 2/^) 

Durch die vorsteheuden Werlhe gehen ferner die (131) in die folgen- 
den ttber, 

A ^ -~- { sin *«' — cos V cos ^;f | 

A = -^ } sin V cos Ä — cos V cos % cos (x + B) { 

yi" = -^^-jsinV — cosVcos^(;if + /?)j 

M = rsma cos« cosy 

Äf' = — ^sina cos« {cos(x + B) + 2cosßcos;f{ 

ilf" := — ^^sina cosa jcos;if+2cos/?cos(;f-4-B){ 

Äf" = — ^ sin «' cos a cos (;f + ß) 

womit alle Hülfsgrössen für das Revolutionsellipsoid entwickelt sind. 

136. 

Suchen wir nun zuerst den Ausdruck der Fläche des sphäroidischen 
Dreiecks auf dem Revolutionsellipsoid. Substituiren wir zu dem Ende 
sowohl den Ausdruck (133) fUr cos£, indem wir darin den Kugelhalb- 
messer r=sn machen , wie die vorstehenden Ausdrücke für die Krüm- 
mungsmaasse a, ß, y, wobei die mit e^ multiplicirten Glieder weg- 
gelassen werden müssen, in den letzten Ausdruck fiir ^ des Art. 121, 
80 erhalten wir den Ausdruck ftlr die gesuchte Fläche, aus welchem 
man durch blose Vertauschung der Bucbstabca noch zwei andere ähn- 
liche bekommen kann. Diese drei Ausdrücke sind 

A =|6csinAJl+ 1^(3«^- 6^- c^) 

+ üi^(^5a*-36*-3c* + 10ÄV) 

+ -jJl-(2ö'-*'-c2)cos2a 
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240n* 
4Qn* 



--»£r(fl^-26» + (^cos2/S' 



- «^ (3«* + *' - 9c^ cos 2a' 
^ «^(«'-*' 3fr*-- 9c») cos 2/?* 

Jeder dieser Ausdrucke ist bis auf Grössen achter Ordnung richtig, und 
man sieht, dass die Function, die im Art. 121 mit / bezeichnet wurde, 
hiezu nichts beigetragen hat. 

137. 

Fttr die Summe der Winkel unsers sphäroidischen Dreiecks giebt 
der letzte Ausdruck des Art. 122, wrenn die im Vorstehenden filr das 
Revolutionsellipsoid entwickelten Functionen substituirt werden, zuerst 
den folgenden Ausdruck 



A 



(-*T'), 



A+B+C^ 180» + ^ +_L_±_^jcos2«'-i-cos2/?' + cosVi 



Aa* 

_Ay_ 

4 80»* 



+ ^ |cos 22«'+ COS V+ COS W — ^ \ 

\ 60« + Soc cos 5 — 2c2| cos 2« 
-I- ^. } 4a3 — fl« cos B — c^jcos 2/?" 
+ j^ ! 2a2 + 3ac cos B — c^\ cos 2y 
— -fi- \a^ — flccos Ä + c*j sin V 



8n» 

Ae' 



r {c^cos*;^ — accos;^ cosOr+ß) + a^cos^+B)\ cos V 



8»* 

^ { 8c3 cos x— iac^ cos (z+B)— Soc'' cos B cos ;if 

+6a2ccos;f+ 1 2c*c cosÄ cos(x+B)— 7o*cos (jf+fi)}si»a' cos« 



Digitized by 



Google 



188 P. A. HANSEff, 

welcher auch bis auf Grossen achter Ordnung richtig ist. Dieser kann 
noch dadurch vereinfacht werden , dass man durch die folgünüen Glei- 
chungen, 

iaccosB = a^— 6^-hc2 

a sin /? = fr sin A 

acosB ^ c — frcos A 

die hier zulässig sind , D eliminirt. Man erleichtert sich diese Elimina- 
tion durch die folgende Gleichung« 

fl cos Of-hÄ) ^ c cos X — fr cos X 
die in Verbindung mit ;f' = ;f — A, die aus dem Art. 130 folgt, aus den 
vorstehenden leicht erhalten wird. Man bekommt durch Hülfe dieser 
Gleichungen statt des vorstehenden Ausdrucks für die Summe der drei 
Winkel den folgenden, 



A 



(--T-) 



A-fB-t-C^ l80«-|.f.-|.-A_2_/|cos2«' + cos2/?'-i-cos2/j 
"»" -^!<^os '2a ■+- cos^g/J' -I- cos V— \ \ 

"*" "^ 1 ^* *^°* *^ "*" '^ *^°* ^ — ^^ ®"* X cos ;f I cos V 
"•• -J^ |(«^-l-66^— 2c=«)6cos;f'-l- (o^— 26»-|-6c>cos;f| sina'cosa 
ebenfalls bis auf Grössen achter Ordnung richtig. 

Man kann aus dem vorstehenden Ausdruck einen andern abieilen, 
welcher die Fläche des spharoidischen Dreiecks auf dem Rcvolutiuns- 
ellipsoid durch den Uebcrschuss der Summe der Winkel desselben über 
1 80<* giebt ; diesen Ausdruck will ich nur kurz andeuten. Multiplicirt 

man den vorstehenden Ausdruck mit -- * bezeichnet hierauf die rechte 

A 

Seite desselben mit Weglassung des ersten Gliedes mit l-ho;, und setzt 
ausserdem 

Aü = A-hß-hC— 180^' 
so bekommt man 
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welcher auch bis auf Grössen aphter Ordnung vollständig ist. 



138. 

Wenden wir uns nun zur Reduclion des shpäroidischen Dreiecks auf 
dem Revolutionisellipsoidauf das sphärische von denselben Seiten auf der 
Kugel, deren Halbmesser r = n ist, so sind dieselben im vor. Art. aus- 
geführten Reductionen mit den Ausdrücken des Art. 128 vorzunehmen. 
Da sie keine besonderen Umstände darbieten, so werde ich das Resultat 
derselben ohne Weiteres ansetzen. Man bekommt 

^^^^ HäTi^— ^|2cos2« -hcos2/S^-hcos2/j 

— -^J2cos22a-hcos22/?'-hcos22/ — Ij 

•+■ i^ 129«' - 276» — 21 c^ cos 2a' 
— 4^ M ^ö* -»- 23fc2 + 31 c») cos 2/5' 
—■ *^ M ^ «' + 3 1 6* + 23c2} cos 2/ 



-^|a''-|. 26^-1- 2c2j sin V 



8ol?"l^*^^^^ V -hSc^cos^;^ — 2feccos;f'cos;t! cos V 

— :J^l(a2+Hfc2_2c2)6cosx'-l-(a2— 262-l-Hc>cos;r! sin«'cosa' 

rfß SS ^^^J / {cos 2«' -I- 2co8 2/J' + cos 2y'j 

— -il^ jcos22a -I- 2 cos»2/?' + cos22/— yj 



^ {37a2-|.62_43c2}cos2a' 



4SS0n* 



- -j^ 1 390» — U^-t-i 5c2j cos 2/? 

- OT- {67«'- 256» -I- 35c2| cos 2y' 
+ -^ 1 -|.2a» b^ ■+■ 2c2j sin V 

^^ {3fr2cosV-*" *c'co8';f — 46ccos;f'cosxj cos V 

- -^j(2a*+ 1 062_öc2)6cos;('^-(3a^-562^.1 ö c^jc cos ;fjsm «'cos «' 
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— -;^|cos22a-hcos22/?'-i-2cosV— Ij 
■•• IS^{37fl^- *3ft' + ^'l cos 2a 



^^ {67a^H- 356^ - 25c2} cos 2^ 



^j }39a^-h 156«— 5c*{ cos 2/ 



S460fl' 
80 fi' 



{2a»H-262+c2J8inV 



-jjpjji- { 46« cos V -»• 3c«cos ^x — *6ccos x' cos x\ cos «a' 



td0' 



^ }(3a«+1 56«— 5c*)6cos;f'-h(2a«— 56«-h1 Oc«)ccos;f}sina cosa 



4S5n' 

die auch bis auf Grössen achter Ordnung richtig sind. Lässt man die 
Glieder sechster und siebenter Ordnung weg, und vergleicht sie mit 
den (112), so findet man vollstäDdige Uebereinstimmung, indem hier 
A, B, C, a\ ß^, y bez. dasselbe bedeuten, was dort n, n\ n\ 

ß. ß\ ß\ 

Bei der Anwendung dieser Ausdrucke ist zu bemerhen » dass es 
gleichgültig ist, welche Ecke des sphäroidischen Dreiecks entweder mit 
M oder mit B oder mit C bezeichnet wird. Die Azimuthe x und X ^^^' 
sen aber immer dem Dreieckspunkt angehören, welcher mit A bezeichnet 
worden ist, und vom Sudpunkt des Horizonts gezahlt werden; einerlei 
nach welcher Richtung. Es is4 endlich x immer das Azimulh der mit c, 
und X das der mit 6 bezeichneten Dreiecksseite. 



139. 

Die Anwendung endlich des Ausdrucks des Art. 129 auf das Re- 
volutionsellipsoid giebt ftlr die Flache A' des sphärischen Dreiecks, auf 
welches das spharoidische Dreieck im Vorhergehenden reducirt wor- 
den ist, den Ausdruck 
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- T^(2a2 -h 62 ^. 2c2) cos %§l 
welcher auch bis auf Grössen achler Ordnung richtig ist. 



140. 

Es soll jetzt die Anwendung unserer Ausdrücke durch Beispiele 

erUiulert werden. Nehmen wir zuerst das sphliroidische Dreieck des 

Art. 77 vor, und betrachten es als ein sphärisches von denselben Seiten. 

Die betreffenden Formeln der sphärischen Trigonometrie geben nnte- 

dieser Voraussetzung, und wenn man A statt n, jB statt n, C statt n* 

schreibt, 

A-^dA^ 60« 30' 0",29 

ß + (« = 69 59 59, 51 

C + dC = 49 36 53, 66 

A' = 0» 6' 63*,46 

Die Vergleichung dieser Winkel mit den spMlroidischen des Art. 77 

giebt 

iA^ — 0^52 

<yi? = — 0, 49 

(JC = — 0, 51 

und die Ausdrücke des Art. 1 38 geben 

dA= — 0",51 
(Jß = — 0, 50 
(JC = — 0, 53 

welches für eine vollständige Uebereinstimmung gehalten werden muss» 
da die directe Berechnung der sphärischen Winkel aus den Seiten bei 
einem so kleinen Dreieck, wie das hier in Rede stehende, von dem Um- 
stände stark beeinflusst wird, dass eine kleine Aenderung der Seiten 
eine grosse der Winkel verursacht. Die Glieder sechster und siebenter 
Ordnung sind hier unbedeutend, und ihre Summen sind bez. nur 

— 0",002 ; — 0",002 ; — 0\003 
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Bei Dreiecken von der Grosse des hier in Rede stehenden, und bei 
noch grösseren, kann man sich also ohne Nachlheil der Ausdrücke {iM) 
bedienen , in so Ferne man die Genauigkeit nicht über die zweite Deci- 
male der Secunde ausdehnen will. 



141. 

Zum zweiten Beispiel soll das sphäroidische Dreieck des Art. 76 
dienen, welches ich ausführlicher behandeln werde. Schreibt man 
A slatt n, B statt n\ C statt n\ so werden in den hier eingeführten Be- 
zeichnungen i i 

4 = 78« , a=20«2'2r,41 

ß= 47 37'39',59 , 6 = 15 

C= 56 34 12,35 , c = 17 

a = 45« , X = 30« 

/J' = 47 44' , X = 108 

y = 31 36 , I 

und durch die sphärische Trigonometrie bekommt man vor Allem 

A -h (JA = 77« 59' 58",ö7 \ 

Da-öB^ 47 37 38, 65 
C-hcW:= 56 34 8,84 

T A' = 2«11'46",06 

Die Vergicichung dieser Winkel mit den sphäroidischen giebt I 

dA = — r,43 
(JA = — 0, 94 
(JC = — 3, 51 

Da die Dreiecksseiten hier in Bogentheilen des Aequators angege- 
ben sind, wahrend die im Vorhergehenden abgeleiteten Ausdrücke in 
der Voraussetzung construirt worden sind, dass diese Seiten in irgend 
einem Linearmaasse ausgedrückt seien, so muss man in allen diesen 
Ausdrücken n=i setzen und die Seiten vor ihrer Anwendung in Theile \ 
des Kreishalbmessers = 1 verwandeln. Die Dreiecksfläche wird auf 
jeden Fall in Bogentheilen ausgedrückt, und man kann unbedenklich 
A' ^lait A anwenden. Aus den oben angegebeneu Dreiecksseiten folgt 
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logc = 9.5437776 , o* = 0.422336 
log b = 9.4179687 , 6* = 0.068539 
log c = 9.4723263 , c^ = 0.088034 

Es wurde nun zuerst die Flache des sphäroidischen Dreiecks durch 
den ersten Ausdruck des Art. 1 36 berechnet. Zur leichteren Verglei- 
chung werde ich den Betrag jedes einzelnen Gliedes dieses Ausdrucks 
der Reihe nach anfuhren. Die Flache werde ich in Bogentheilen aus- 
drucken. So Tand sich 

4" 6c sin A = 2MO'36',002 

1 8, 707 

1,346 



~ 0,017 

0.076 

A = 2» 11'46M14 

Man sieht dass diese Flache sehr wenig von der Flache A' ^^s sphäri- 
schen Dreiecks verschieden ist. Die Endl'ormel des Art. 1 37 gab hier- 
auf, wenn wieder die Glieder der Reihe nach angefahrt werden, 

180» 

2 11'46",114 
j -I- 6, 256 
1-1-0,021 

— 0, 068 


— 0, 008 
-I- 0. 049 
-1,227 
-H 0, 709 
■+■ 0, 080 

A -I- ß -I- C = 182» 11'5I',926 

Die oben angefühlten Werlhe dieser drei Winkel geben ihre Summe 

A-t-B-t-C^ 182M1'5r,94 

nurro",01 vom vorstehenden Resultat verschieden. Aus den Ausdrucken 
des Art. 138 bekam ich in ahnlicher Aufstellung 

Abkandl. d. K. S. Gefellsch. d. WUseoioli. XUI. 43 
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- i".564| 


(-1".U5) 


j— 3".ö47) 


j— 0. OOöj 


i_ 0. OOij 


1-0.012! 


-1- 0, 025 


+ 0. 025 


-t- 0, 020 











-1- 0, 007 


-1-0,013 


-1-0.010 


— 0. 030 


- 0, 053 


— 0. 059 


-1- 0, 383 


-1- 0, 430 


-1-0,413 


— 0, 195 


— 0, 239 


— 0, 276 


— 0, 028 


+ 0, 005 


— 0. 057 



AI = — 1",407 dB = — 0",968 dC = — S'^SOS 

Vergleicht man diese mil de|i oben durch strenge Rechnung erhaltenen 
Werlhen derselben, so findet naan die Unterschiede 

H- 0'.02 ; — 0^03 ; 0",00 

die befriedigend sind. Hier haben die Glieder der sechsten und der sie- 
benten Ordnung wesentlichen Einfluss, denn lässt man diese weg, so 
bleibt blos das erste Glied eines jeden der vorstehenden Ausdrücke 
Qbrig, und man erhält die folgenden Unterschiede von dao strenge be- 
rechneten Werthen 

— 0M4 ; — 0",22 ; — 0^05 

die nicht unerheblich sind. Rechnet man endlich noch ^' durch den 
Ausdruck des Art. 139, so erhält man 

A = 2on'46Ml4 

+ 0, 020 
— 0, 093 

A' = 2M1'46;04 

nur 0^,02 von dem oben erhaltenen Werthe verschieden. 

Man reicht also bei Dreiecken von der Grösse des jetzt betrach- 
teten mit den Ausdrucken (112) nicht aus, sondern muss für solche die 
Glieder sechster und siebenter Ordnung mit in Betracht ziehen, mit an- 
deren Worten, die Ausdrücke des Art. 138 anwenden, und dasselbe 
findet bei weit kleineren Dreiecken statt, wenn nan die Genauigkeit 
weiter wie bis auf Hunderttheile von Secunden treiben will. 

Da das hier gewählte Dreieck ziemlich gross ist, so ist es von In- 
teresse auch die Resultate der Ausdrücke des Art. 1 38 kennen zu lernen, 
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wenn nach einander die beiden anderen Dreiecksecken als der Punkt A 
betrachtet werden , und ich habe daher die Rechnungen auch in dieser 
Annahme ausgeführt. Sei A=^n\ dann wird 

a = 17» , a = 31« 36' , a^ = 0.0880 

6 = 15 , X — 204^ 32' , z?' = 47 44 , 6^ _ o.0685 
c = 20 2' , X = H7 58 , r = *f> > c^ = 0.1223 

Schreibt man nun wieder die einzelnen Glieder, und die Winkelände- 
rungen in derselben Reihenfolge hin, wie oben, so entstehen 



j- r,564| 

— 0, 005 
+ 0, 025 
+ 0, 002 
-1- 0. 006 


-1-0,210 

— 0, 266 
+ 0,166 



j— 0, 004 
-t- 0, 025 

— 0,011 
+ 0,012 


+ 0, 236 

— 0, 305 
+ 0, 203 



j- 3«,547| 

— 0,012 
+ 0. 020 

— 0, 029 
+ 0, 007 


+ 0, 227 

— 0, 374 
+ 0,184 



dC=s — r,426 dB = — 0",989 äA = — 3", 524 

Sei jetzt Assn, dana bekommt man 
= 15», a' = 47» 44' , o» = 0,0685 

6 = 17 , x = 270M0' , /S' = 31 36 , 6« = 0.0880 
c = 20 2' , z — 317 47 , / = 45 , c^ = 0,1223 

und hiemit 



— r,564 

— 0, 005 
+ 0, 025 
+ 0, 001 

— 0, 025 


+ 0,419 

— 0, 1 59 

— 0. 093 



j— 1",145 

j— 0, 004 

+ 0, 025 

+ 0. 009 

— 0, 036 


+ 0, 471 

— 0,160 

— 0, 125 



— 3",547 

— 0,012 
+ 0, 020 
+ 0, 003 

— 0,045 


+ 0, 452 

— 0,213 

— 0,161 



dC= — 1 ",401 dA = — 0",965 dB = — 3",503 

Vergleicht man diese drei Werlhe einer jeden Winkelilnderung mit ein- 
iHider , so zeigen sich in den letzten Stellen kleine Verschiedenheilen, 
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die bis auf 0",OSI gehen, und keinen anderen Grund haben, als dass bei 
einem sphäroidischen Dreieck von der Grösse des hier als Beispiel ge- 
wählten die Glieder achler und neunter Ordnung, die hier übergangen 
worden sind, anfangen merklich zu werden; dieses kann nicht uner- 
wartet komraen, da 20^ in Theilen des Kreishalbmessers ausgedrückt 

grösser wie y sind. Diese Verschiedenheiten sind indess nicht so gross, 

dass man nicht, bei der Geaauigkeit, die man in den gewöhnlichen 
Fällen erreichen will, das im Vorhergehenden entwickelte Verfahren 
bis auf Dpeiecke von der Grösse des hier behandelten sollte anwenden 
können. 



142. 

Um die Prüfung der Anwendbarkeit unsers Verfahrens noch um- 
fassender auszufuhren, habe ich mich mit den zwei im Vorhergehenden 
aufgestellten Dreiecken nicht begnügt, sondern noch einige in verschie- 
denen Lagen auf dem Ellipsoid berechnet. Das im vor. Art. behandelte 
Dreieck liegt nahe in der Mitte zwischen dem Pol und dem Aequator, 
die Cosinusse der doppelten Breiten werden daher klein , und daraus 
folgt, dass die Winkeländerungen auch klein werden müssen. Anders 
verhält sich dieser Umstand bei Dreiecken , die nahe am Pol oder am 
Aequator liegen, hier werden unter sonst gleichen Umständen die Win- 
keländerungen möglichst gross , und deshalb habe ich noch zwei Drei- 
ecke von nahe derselben Grösse, wie das vorhergehende berechnet, von 
welchen das eine an den Pol , und das andere an den Aequator reicht. 
Für das an den Pol reichende Dreieck habe ich durch Anwendung der 
Hauptaufgabe des ersten Abschnittes, und indem ich 

/J' = 70», «'= 120^ a= 18« 

als gegeben betrachtete, die folgenden Stücke erhalten, welche in der 

zu Anfang dieses Abschnittes eingeftlhrten Bezeichnungsart ausgedrückt 

sind 

/J = 90« /?' = 70« /f = 71M0'45'',62 

«' = ... a = 120 «^ = 246 39 19, 88 

«' = ... «; = 180 a; = 180 

n = 56 3'37",31 ; n = 60 t!' = 66 39 19,88 

a = 18 a = 18 49' 6^420 ; a" = 19 59 50, 476 
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Gebt man nun zu den in unserer jetzt vorliegenden Aufgabe eingeführ- 
ten Bezeichnungen ttber, und setzt zuerst A=:n, so bekommt man 

a=iS'> ; a'=90'' ; log o = 9.49715 ; c^ = 0.0987 

6=:19 59'50"; /J'=711i'; log 6 = 9.54284 ; 6^=0.1218 
c = 18 49 6 ; / = 70 log c = 9.51646 ; c> =s 0.1079 

In diesem Falle sind die Azimutbe , die in unsern Ausdrücken vorkom- 
men, der Natur der Sache zufolge unbestimmt, aber zugleich werden 
die Glieder der Ausdrtlcke des Art. 138, die die Azimulhe enthalten 
gleich Null, und diese Ausdrucke bleiben also demungeachtet bestimmt. 
Sie geben 

+-18*,328j J-I.18M871 

+ 0,061) j -1-0, 061) 

_ 0,041^ —0.040 

-1-0,013 -1-0,023 

-1-0,102 -1-0,099 

-1-0,086 -1-0,109 

-1-1,171 -1-1,201 





dA = + 20",976 ; e^Ä = -l- 1 9",720 ; dC = -f i 9',640 

Setzt man hierauf A=n, womit . . 

a = 18« 49' 6' ; «' = 70« o» = 0.1079 

6 » 18 ; X = <20» ; /J' = 90 6* = 0.0987 

cä 19 59 50; «=180; y' = 7l11'; 0^ = 0.1218 

wird, so ergiebt sich, wenn man die drei ersten Glieder, die immer die- 
selben Werthe bekommen, in Ein Glied zusammen zieht. 



(-I-19' 


.4671 


i +0, 


065) 


-0, 


052 


-1-0. 


102 


-1-0. 


087 


-1-0, 


086 


-1-1. 


221 













-1-19", 480 -h18",348 




+ 18",208 


-1-0,013 +0,002 




+ 0, 066 


+ 0,169 +0,116 




+ 0, 110 


+ 0,109 +0,123 




+ 0, 085 


+ 1,079 +1,034 




+ 1,061 


— 0, 088 — 0, 063 




— 0, 085 


+ 0,210 +0,162 




+ 0,183 


«W = + 20",972 ; rfC = + 1 9", 722 ; 


dA = 


— 19".628 


Sei endlich A^n, womit 







Digitized by 



Google 



198 




P. A. Hansen, 






ar= 19« 59' 50"; 




1 

a as 


71« 


11'; 02^=0.1218 


6 = 18 ; 


r 

X 


~ 246« 39' ; ß' = 


90 


; b^ =s 0.0987 


c= 18 49 6 ; 


X 


= 180 ; r = 


70 


; c2 = 0.1079 


wird, so erhält man 










-1-1 9' 480 




-1-1 8 ",348 




-1- 18",a08 


0,000 




-1- 0, 049 




- 0, 004 


-1-0.179 




-1-0,106 




-1-0,136 


-1-0,111 




-1- 0, 080 




+ 0,132 


-+- 1,094 




-1-1,049 




+ 1,076 


— 0. 072 




— 0, 066 




— 0, 051 


-1-0,169 




+ 0,142 




+ 0,125 



(JA = + 20^92 
(Jl? = -h 19,69 
dC= + 19,58 



dB= -h 20\960 ; M = -h 19;708 ; dC = + 19",622 
Hier weichen die Resultate der drei verschiedenen Berechnungsarten 
wieder höchstens 0",02 von einander ab, obgleich die Winkeländerungen 
weit grösser sind, wie im vorhergehenden Beispiel. Rechnet man aus 
den oben gegebenen Seiten die Winkel des sphärischen Dreiecks, so 
findet man 

A -h dA = 56« 3' 58",23 ; 
Ä + (JA = 66 39 39, 57 ; 
C-h ()C= 60 19,58 ; 

Die Abweichung dieser Winkeländerungen von den oben berechneten 
sind etwas grösser wie im vorigen Beispiel, und zwar bezüglich 

+ 0",06 ; + 0",03 ; + 0^06 
+ 0, 05 ; -h 0, 03 ; -h 0, 05 
+ 0, 04 ; + 0, 02 ; +0, 04 

welches aber nicht unerwartet ist, da hier der Betrag aller Glieder der 
Winkeländerungen grösser ist wie im vorigen Beispiel. Uebrigens sind 
die strengen Rechnungen hier nicht mit Logarithmen, von so vielen De- 
cimalcn ausgeführt worden , dass die Winkel des sphärischen Dreiecks 
bis auf 0",005 verbürgt werden könnten. 



143. 

Für das am Aequator liegende Dreieck habe ich ein gleichscbenk- 
liches gewählt, und die folgenden Stücke gefunden, 
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ß = 1ÖM4'30",05 
a SS 33 18 53,21 
„' = _ 33 18 53,21 
n = 66 37 46, 42 
o = 19 32 31.42 



ß! =0 
«, = 90» 

«; = 1 48 

ti = 58 
a =r 18 



/?" =0 
«„ = 270« 
«'" =212 
»"" = 68 
o = 18 



Durch die Annahme i4=o gaben nun die Ausdrücke des Art. 1 38 

j— 19".475j j— 20M99) 

j — 0, 065) j — 0. 067) 

— 0, 056 — 0, 057 

— 0, 049 -I- 0, 002 

— 0,096 —0,160 

— 0.096 —0,128 
+ 0. 074 -1- 0, 076 

— 0. 537 — 0, 403 

— 0.124 —0,128 

dA = — 20",424 ; dB = dC = — 2r,064 

und durch die Annahme A=n fand sich, wenn wieder die drei ersten 

Glieder in Ein Glied zusammen gezogen werden, 



— 19",596 


- 20",323 


— 20". 323 


— 0, 007 


— 0, 085 


— 0, 018 


— 0, 104 


— 0, 093 


- 0, 146 


— 0, 119 


— 0, 085 


— 0. 103 











— 0, 594 


— 0, 446 


- 0, 446 












(JC = — 29", 420 ; dA = — 21 ",032 ; dfi == — 21 ",038 

Die Annahme A = n" ist hier nicht nöthig durchzuführen , da sie das- 
selbe Resultat geben muss wie die vorhergehende. Aus der strengen 
Berechnung des sphärischen Dreiecks ergab sich 



A-^dA = 66« 37' 26".04 
Ä + <W = 57 59 38, 96 
C -I- dC = 57 59 38, 96 



6A^-- 20",38 
dß = — 21, 04 
6C^ ^ 21,04 



und die Vergleichung dieser Werthe der WinkelAnderungen mit den 
oben erhaltenen giebt beztiglich 
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— 0".04 ; — 0".02 ; — 0*,02 

— 0, 04 ; + 0, 01 ; -|- 0, 01 

4 

Die Umstände sind hier nahe dieselben wie im nächst vorhergehenden 
Beispiel. [ 



U4. 

Es wurde oben gesagt , dass die kleinen Verschiedenheiten , die 
die verschiedenen Berechnungsarten gegeben haben, Folge der hier 
übergangenen Glieder achter und höherer Ordnungen seien. Demzu- 
folge müssen sie geringer werden, wenn die Dimensionen des Dreiecks 
kleiner sind , .und um darzulhun , dass dieses in der Thal statt findet, 
habe ich ausser den drei vorhergehenden Dreiecken von nahe gleicher 
Grösse ein etwas kleineres sphäroidisches Dreieck , und zwar das fol- 
gende, berechnet. 



ß = 54»42'10',20 
a = 285 32 55, 97 
«"«341 33 25,81 
n = 56 29, 84 
o a: 14 



/S' = 38» 36' 2",64 
a = 21 1 55 0, 55 
«;= 166 28 23,15 
»' = 45 26 37, 40 
a= 12 



/?•= 50« 



«.= 40 
«'' = 120 
n'= 80 
ö'= 16 41'57",264 



Nimmt man nun zuerst A 
wie vorher 

(+ r,794 

(-1- 0.006 

+ 0.015 

-1- 0. 009 

— 0. 008 
■+■ 0. 006 
-I- 0. 246 

— 0. 081 

— 0. 066 



u an , so bekommt man auf dieselbe Art 



(-1- ü",182 
l-l- 0.001 
-I- 0.016 
•+■ 0. 004 

— 0. 012 
•+■ 0. 008 
-I- 0. 258 
~ 0. 098 

— 0.086 



(-1- r,332j 

i+ 0. 004) 

+ 0.016 

— 0.001 

— 0. 006 
-t- 0. 007 
-I- 0. 227 

— 0. 070 

— 0. 057 



(U = + r,921 ; dD^ -h 0".273 ; dC = + r,452 
Die Annahme A = n' giebt 
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+ i",84 5 




+ 0M99 


+ 1",352 


— 0. 004- 




— 0. 009 


— 0. 002 


-1- 0.014 




-1- 0.012 


+ 0, 008, 


-t- 0. 006 




+ 0. 006 


+ 0. 006 


+ 0.144 




+ 0.151 


+ 0,132 


— 0.153 




— 0.180 


— 0. 127 


-1- 0. 093 


dA 


+ 0. 089 


+ 0. 078 


(Jß = + r,915; 


= + 0',268 ; 


*C = + r,447 


1 die Annahme A = 


n giebl 




+ 1".815 




+ 0",199 


+ r,352 


— 0, 002 




- 0.001 


+ 0. 001 


-1- 0. 020 




+ 0.018 


+ 0.010 


— 0.010 




— 0.014 


— 0. 007 


-t- 0.217 




+ 0. 228 


+ 0. 200 


— 0.110 




— 0. 121 


— 0. 085 


— 0.010 


dB 


— 0. 037 


. —0.019 


dC = + 1",920 ; 


= + 0",272 ; 


(Jfil = + 1",452 



Hier giebt sich in der Thal, vyie oben vorausgesetzt wurde, zu er- 
kennen, dass die Resultate der drei verschiedenen Berechnungsarten 
weit naher mit einander übereinstimmen, wie bei den vorhergehenden, 
grösseren Dreiecken der Fall war. Denn während dort der grössie 
Unterschied auf 0",02 bis 0",03 stieg, erreicht er hier höchstens 0^006. 
Berechnet man das sphärische Dreieck strenge, so findet man 

A -h <U = 56» 0' 3r,74 ; (JA = h- i",90 
Ä ^• (Jß = 45 26 37. 68 ; cJÄ = + 0, 28 
C + (JC=80 1,47; (JC = -hi,47 

und hiemit werden die Unterschiede von den oben berechneten Wer- 
then der Winkeländerungen ohne Unterschied 

— 0',02 ; -h 0^01 ; + 0",02 
die für befriedigend gehalten werden müssen. Denn obgleich ich hier 
wieder die strengen Rechnungen mit Logarithmen von acht Decimalen 
ausgeführt habe, so zeigte sich doch am Ende derselben, dass dieses 
nicht ausreichend war um in den Winkeln des sphärischen Dreiecks 
einen Fehler von nicht mehr wie 0^,005 vollständig verbürgen zu 
können. 
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a'=80 0.0 

«"= 42 45.7 

n = 37 U.3 

a = 12 0.0 



/frr: 45» 26',7 

a = 339 35.7 

a;=244 7.8 

n"= 95 27.9 

a' = 20 0.0 



145. 

Ausserdem will ich einer Eigenthümlichkeit wegen, die die Winkel- 
änderungen darbieten können , und die in den vorstehenden Dreiecken 
nicht vorkommt, noch ein Dreieck einschalten, aber ganz kurz behan- 
deln. Die folgenden Stücke, die grOsstentheils nur mit Logarithmen von 
fünf Decimalen berechnet worden sind, 

ß =s 50« 8',0 ; /J' = 34« 4',6 
; «;= 2H 41.8 

a = 162 49.2 

fi = 48 52. 6 

a'= 15 0.0 

gehören einem sphärischen Dreieck an, neben welchem, um die Breiten 
und Azimuthe zu erhalten, auf der Kugel ein passender Punkt als Pol 
betrachtet worden ist. Wenn man von den vorstehenden Dreiecks- 
stücken die Anzahl unverändert lässl, die für die Berechnung eines 
sphäroidischen Dreiecks nothwendig und hinreichend ist, und damit das 
sphäroidische Dreieck berechnet, so ist es klar, dass die übrigen Stücke 
des letzteren von den übrigen obigen Stücken nur wenig abweichen 
werden. Von der anderen Seite betrachtet, ist es für die Erlangung 
von sehr genauen Werthen der Winkeländerungen durch die Ausdrücke 
des Art. 1 38 nicht erforderlich die Dreiecksstücke, die dazu angewandt 
werden müssen, mit grosser Schärfe -zu kennen, und man kann daher 
ans den obigen Daten schon die Winkeländerungen des angedeuteten 
sphäroidischen Dreiecks mit vieler Genauigkeit berechnen. Diese Rech- 
nung gab die folgenden Resultate, die ich auf dieselbe Art wie vorher 

aufgestellt habe. 

A = n. 



dA = 





0",000 
0.000 


j- r,742 
— 0. 006 


j— 0",515 
j- 0. 002 


-\- 0. 018 


-1- 0. 016 


+ 0. 018 


-1- 0. 012 


-1- 0. 006 


-1- 0. 002 


— 0. 019 


— 0. 021 


— 0. 008 


-1- 0. 001 


+ 0. 001 


+ 0. 001 


-¥■ 0. 317 


-1- 0. 298 


-1- 0. 258 


— 0. 094 


— 0. 116 


— 0. 083 


— 0. 096 


— 0. 117 
SB=z — 1 ",681 


— 0. 075 


= -¥- 0",139 


<JC = — 0',406 



Digitized by 



Google 



Geodätische ÜNTERsrcHCNGEN. 203 







A SS n'. 






+ 0",018 




— 1',732 




— 0'',499 


— 0. 009 




— 0. 016 




+ 0. 003 


+ 0. 001 




+ 0. 001 




+ 0. 001 


+ 0.013 




+ 0. 009 




+ 0. 005 


+ 0. 169 




+ 0.159 




+ 0. 138 


— 0. 204 




— 0. 231 




— 0. 164 


+ 0. 139 


dA = 


+ 0.119 


dB 


+ 0. 101 


dC= + 0M27 , 


~ 1",691 , 


= — 0". 41 5 






A ^ n. 






+ O'.OI 8 




— r,732 




— 0",499 


0. 000 




0. 000 




0. 000 


+ 0. 017 




+ 0.013 




+ 0, 007 


— 0. 032 




— 0. 034 




— 0. 01 4 


+ 0. 273 




-1- 0. 257 




+ 0. 224 


— 0. 160 




— 0.176 




— 0, 124 


+ 0. 019 


dC = 


— 0.015 


SA 


— 0. 001 


dB = -t- 0",135 


- 1",687 


= - 0",407 



Die Eigenthümlichkeit, die dieses Dreieck darbietet, besteht darin, dass 
in der Aenderung des Winkels n das erste Glied, welches in der Regel 
das grösste ist, Null wird. Im Uebrigen bietet dieses Dreieck in den 
Winkeländerungen ähnliche Umstände da, wie die vorhergehenden 
Dreiecke. 



146. 

Ich meine durch die vorhergehenden Beispiele das in diesem Ab- 
schnitt entwickelte VerfahreD zur Auflösung von sphäroidischen Drei- 
ecken, durch ihre Reduclion auf sphärische, in Bezug auf dessen An- 
wendbarkeit ausreichend erläutert zu haben, kann aber dieses Thema 
nicht schliessen, ohne eine interessante und wichtige Eigenschaft, die die 
Ausdrücke des Art. 138 besitzen, aus einander gesetzt zu haben, und 
die durch die numerischen Beispiele aufgedeckt worden ist. 

Das erste Glied einer jeden der im Vorhergehenden berechneten 
Winkeländerungen ist das Resultat, welches man erbalten haben wOrde, 
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wenn die Rechnung nach den Ausdrücken (1 1 2) geführt worden wäre. 
Denn das erste Glied eines jeden der drei Ausdrücke des Art. 138 ist 
bez. mit einem der drei' Ausdrücke (112) identisch. Analysirt man dieses 
Glied , so wird man finden , dass es Glieder der vierten, fünften, und 
der höheren Ordnungen enthalt, und diese sind daher auch in dem nu- 
merischen Betrage desselben enthalten, in so weit die letztgenannten 
merklich werden. Es ist aber nur bis auf Grössen sechster Ordnung 
richtig, weil die anderweitigen Glieder sechster und höherer Ordnungen 
nicht darin enthalten sind. Diese sind aber in den Ausdrücken des Art. 
138 mit enthalten, und es sind überhaupt die Glieder, durch welche 
sich diese Ausdrücke von den (112) unterscheiden, die in den letzteren 
fehlenden Glieder sechster und siebenter Ordnung. Von diesen sind 
die mit cos 2a, cos ^ 2a', sin V, cos V multiplicirten blos von der 
sechsten Ordnung, die mit cos 2/^ und cos 2/ multiplicirten von der 
sechsten, siebenten und höheren Ordnungen; das letzte endlich, 
welches mit sin a cos a multiplicirt ist, enthält blos Glieder der sieben- 
ten Ordnung. Die numerischen Angaben der vorhergehenden Artikel 
zeigen nun für jedes Beispiel den numerischen Betrag eines jeden dieser 
Glieder, und man kann diese leicht so anordnen, dass die verschiedenen 
Ordnungen von einander getrennt erscheinen. 

Für unsern Zweck ist es nun erforderlich, dass zuerst im ersten 
Gliede nur die Glieder vierter Ordnung von denen höherer Ordnungen 
getrennt werden, und da leicht gezeigt werden kann, dass jene sowohl 

für dA wie für dB und dC sich in das einzige Glied — y A «^ sin 2 a 

zusammen ziehen , so braucht man nur den Wer(h dieses Gliedes zu 
berechnen, und denselben vom Betrage des unveränderten Gliedes ab- 
zuziehen, um die verlangte Trennung zu erhalten. Wendet man diese 
Rechnung auf das Beispiel des Art. 1 41 an, in welchem die hier zu be- 
trachtenden Umstände am Meisten hervortreten, so ergeben sich die 
folgenden Zusammenstellungen 

dA, dB, (JC für A = n. 

Glieder 4ter Ordn, 

5ter, etc. „ — 1",564 — r.145 — 3",547 
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dC, dB, dA für A = n. 

Glieder 4ter Ordn. — 7\932 — 7^932 — 7^932 

5ter, etc. „ + 6; 368 + 6, 787 + 4, 385 



Summen — 1'\564 — 1",145 — 3",547 

wie oben. 

dC, dA, dB für A = n . 

Glieder 4ter Ordn. + 1",676 + 1",676 + 1".676 

5ter, etc. „ — 3, 240 — 2, 821 — 5, 223 



Summen — 1^564 — 1M45 — 3",547 

wie oben. Hier bemerkt man zuerst, dass sowohl der Betrag der Glie- 
der vierter Ordnung fUr sich, so wie der der Glieder höherer Ord- 
nungen sehr verschieden ausfallt, jenachdem die eine oder die andere 
der drei verschiedenen Berechnungsarten angewandt worden ist, wäh- 
rend die Summe aller dieser Glieder einen feststehenden Werth hat. 
Auch giebt sich zu erkennen, dass die Glieder fünfter Ordnung weit 
grösser werden können wie die der vierten; dieses ist in unserm Bei- 
spiel bei A=sn und A=in" der Fall, und im ersteren Falle werden die 
Glieder vierter Ordnung sogar gleich Null. Man sieht ein, dass diese 
Umstände , obgleich in verkleinertem Maasse , auch bei den kleinsten 
Dreiecken vorkommen können, und dass daher die blose Berücksichti- 
gung der Glieder vierler Ordnung jedenfalls nur ein iingenaues Resultat 
hervorbringen kann. 

Betrachten wir jetzt die übrigen Glieder unserer Ausdrücke, so 
lässt sich eine ähnliche Trennung der Glieder sechster und höherer 
Ordnungen auch leicht bewerkstelligen, man braucht nur allenthalben 
cos 2 a' für cos 2/^ und cos 2y zu setzen, und nach dieser Veränderung 
den numerischen Betrag der betreffenden Glieder wieder zu berechnen; 
dieser ist die Summe der in diesen Gliedern enthaltenen Glieder sech- 
ster Ordnung, und zieht man ihn vom vollständigen Werthe ab, so er- 
geben sich die in diesen Gliedern enthaltenen Glieder höherer Ord- 
nungen. Auf diese Art habe ich die folgenden Zusammenstellungen 
erhalten, denen ich die oben schon angeführten anreihe, um die so ge- 
ordneten Ausdrücke vollständig beisammen zu haben. 
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dA. dB, dC für A^n. 

Glieder 4ter Ordn. 

6ter, elc. „ — 1*,564 — 1",145 — 3",547 

6ler „ +0.217 +0.220 +0.166 

7ler, elc. „ — 0. 060 — 0. 043 — 0. 127 



Sn. wie im Art. 141" — i",407 , — 0", 968 , 


— 


3', 508. 


dC,dB,dAmTA=zn. 






Glieder 4ter Ordo. - 7'.932 — 7".932 


— 


7'.932 


5ler, etc. „ + 6, 368 + 6, 787 


+ 


4,385 


„ 6ler „ —0.098 —0.149 


— 


0.226 


7ter, elc. „ + 0. 236 + 0. 305 


+ 


0.249 


Sn. wie im ArU i 41 — i ",426 , — 0",989 , 


— 


3",524 


dC, dA, dB für A = n. 






Glieder 4ler Ordn. + 1',676 + r,676 


+ 


r,676 


5ler, etc. „ — 3. 240 — 2, 821 


— ■ 


5, 223 


6ter „ +0.302 +0.362 


+ 


0.288 


7ter, etc, „ — ö. 139 — 0. 182 


— 


0.244 



Sn. wie im Art. 141 — 1",401 — 0",965 — 3'\503 

Hier zeigt sich in Bezog auf die Glieder sechster und siebeuter Ord- 
nung ein ähnliches Verhalten wie das oben bei den Gliedern vierter 
und fünfter Ordnung wahrgenommene. Die Glieder sechster Ordnung 
für eine und dieselbe Winkeländerung bekommen in den drei verschie- 
denen Berechnungsarten verschiedene Werthe, deren Schwankungen 
bis auf 0^,5 steigen, und die Glieder siebenter Ordnung haben dieselben 
Schwankungen im entgegengesetzten Sinne, so dass, vorbehaltlich der 
kleinen Unterschiede, die von anfangender Wirkung der Glieder höherer 
Ordnung zeugen , die Summe der Glieder sechster und siebenter Ord- 
nung feststehende Werthe bekommen. Die Rechnung für Assn zeigt 
Uberdiess , dass auch die Summe der Glieder siebenter Ordnung be- 
trächtlich grösser werden kann, wie die der sechsten Ordnung. Es 
folgt aus diesem, dass die blose Hinzufügung der fehlenden Glieder 
sechster Ordnung zu den Ausdrücken (1 1 2) gar keinen Nutzen herbei- 
geführt haben würde, und dass nur die Mitaufnahme der Glieder sie- 
benter Ordnung eine wesentliche Vergrösserung der Genauigkeit in den 
Itosultaten bewirkt hat. 
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— 2", 580 


+ 2. 762 


+ 3.912 


— 0.045 


— 0. 001 


+ 0.131 


+ 0.116 
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In den Dreiecken, die an den Pol, oder an den Aequator reichen, 
treten diese Umstände auch , nur nicht in so grossem Maasse wie in 
dem hier betrachteten Dreieck, hervor, aber in dem Dreieck des Art. 
144 werden sie, namenlhch in der zweiten Berechnungsart , wieder 
sehr merklich , weshalb ich in Bezug auf diese dieselbe Trennung der 
Glieder vornehmen will. Man erhält für dieses Dreieck 

dB, dA, dCfiXTA = n. 

Glieder 4ter Ordn, — 2",580 
5ter, etc. „ + 4. 374 
6ter „ —0.022 

7ler, etc. „ + 0. 143 

Sn. wie im Art. 1 44 + 1",915, + 0",268 , + 1",447 

Hier sind, wie man sieht, nicht blos die Glieder fünfler Ordnung 
grösser wie die der vierten, sondern dasselbe findet zugleich in Bezug 
auf die Glieder siebenler und sechster Ordnung statt. In den Aus- 
drücken für die Fläche des sphäroidischen Dreiecks, und in den fUr die 
Summe der Winkel desselben kann Aehnliches auch vorkommen. 

Es ist noch eines Umstandes zu erwähnen. In der Regel ist die 
Summe der Glieder vierler und fUnfter Ordnung bedeutend grösser wie 
die Summe der Glieder sechster und siebenter Ordnung , und es lässt 
sich voraus sehen, dass die Summe der Glieder achter und neunter 
Ordnung auch wesentlich kleiner sein wird , wie die der sechsten und 
siebenten Ordnung u. s. w., wenn man nur di^ Dreiecke nicht allzu 
gross auswählt; hierin spricht sich im Allgemeinen die Convergenz der 
Ausdrücke aus. Man kann aber auch Dreiecke angeben in welchen 
diese Regel eine Ausnahme erleidet , und für Einen , ja selbst für zwei 
Dreiecks winke! das erste Glied, also die Summe der vierten, und der 
damit verbundenen Glieder fünfler und höherer Ordnungen kleiner wie 
die Summe der übrigen Glieder sechsler und höherer Ordnungen, und 
sogar gleich Null wird. Um dieses auch durch ein Beispiel, wenig- 
stens an Einem Winkel zu zeigen, ist das Dreieck des Art. 1 45 berech- 
net worden. Auf die Convergenz der Ausdrücke hat dieser Umstand 
übrigens keinen Einfluss. 

Schliesslich bemerke ich noch , dass das im Vorhergehenden ent- 
wickelte Verfahren nicht blos in dem Falle Anwendung findet, in wel- 
chem die drei Dreiecksseiten ursprünglich gegeben sind, sondern allge- 
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mein bei vielfach anderen gegebenen Stücken des Dreiecks auch ange- 
wandt werden kann. Es bildet daher dieses Verfahren eine besondere 
Auflösungsart von sphäroidischen Dreiecken, die nicht grösser sind, wie 
die oben beispielsweise betrachteten. 



147. 

Die Formeln zur Beduction eines sphärischen Dreiecks auf ein 
ebenes brauchen wohl nichl durch Beispiele erläutert zu werden, da sie 
so sehr einfach sind, es möchte aber dagegen die Zusammenstellung 
der Correctionen, die man an die beobachteten Richtungen oder Winkel 
eines Dreiecksnetzes vor der Ausgleichung desselben anbringen muss, 
als Schluss dieses Abschnittes nicht am unrechten Platze sein. 

Zuerst ist der erste Ausdruck (53) zu berücksichtigen , der ohne 
die Genauigkeit , die er besitzt, zu beeinträchtigen , wie folgt gestellt 
werden kann, 

(135) i? = Bo— ^a^cosysina'cosa— ^o^sin/S'cos/^'sina' 

wo die Bezeichnungen in den Correctionsgliedern die des zweiten Ab- 
schnittes sind. Es bedeuten also a die in Bogentheilen ausgedruckte 
Dreiecksseite, deren Richtung man eingeschnitten hat, a das Azimuth 
derselben, fi^ die reducirte Breite des Beobachtungsortes, die nur mit 
geringer Genauigkeit hieftlr bekannt zu sein brauchen, und es ist 
f = 206S65''. Wenn a in irgend einem Linearmaasse statt in Bogen- 
theilen ausgedruckt ist, so ist es leicht den Ausdruck der Constante zu 
finden, die an die Stelle von r gesetzt werden muss; man kann sich 
auch begnügen für ß^ die Polhöhe des Stationsortes zu substituiren. 
Es bezeichnen hier ferner Rq die beobachtete , und R die verbesserte, 
aufs geodätische Azimuth hingeführte Richtung. 

Wenn nicht Richtungen, sondern Winkel beobachtet worden sind, 
so zerlegt man diese in die Richtungen ihrer beiden Schenkel und bringt 
an jedem dieser die durch (135) gegebene Correction an. 

Hierauf sind die aus den Ausdrücken (96) und (112) hervorgehen- 
den Correctionen zu berechnen, und an die aus den Richtungen folgen- 
den, oder unmittelbar beobachteten Winkel anzubringen. Oftmals kann 
man sich begnügen statt der einzelnen Werthe der (96) und (112) die 
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dabei angegebenen Summen derselben zu benutzen, und damit die Summe 
der durch die Beobachtungen erhaltenen Winkel der einzelnen Dreiecke 
zu verbessern. Wenn dieses geschehen ist , kann das ganze Dreiecks- 
netz als auf der Ebene liegend betrachtet werden , und die trigono- 
metrischen Bedingungen , die zur Ausgleichung desselben erforderlich 
sind, müssen der ebenen Trigonometrie entnommen werden. 

Nach vollendeter Ausgleichung müssen die aus den Ausdrücken 
(96) und (1 1 2) entsprungenen Correctionen , wenn sie vorher an die 
einzelnen Winkel angebracht worden sind, wieder davon abgezogen 
werden, die aus der (135) hervorgegangenen hingegen an den Rich- 
tungen und Winkeln belassen werden. 

Die Ausführung der Berechnung der eben genannten Correctionen 
setzt eine vorläufige Berechnung des Dreiecksnetzes voraus , die also 
vorangegangen sein muss, und auch aus anderen Ursachen nicht ent- 
behrt werden kann. 

Im Vorhergehenden sind alle noth wendigen Correctionen voll- 
ständig enthalten, allein man wird in der Anwendung finden, dass ge- 
meiniglich diejenigen, die sich auf die Uebertragung der sphäroidischen 
Dreiecke auf sphärische, so wie die Correction der Azimuthe beziehen, 
anmerklich werden, und nur dann, wenn die Beschaffenheit des Bodens 
die unmittelbare Messung von besonders grossen Dreiecken gestattet 
bat, etwas Merkliches geben können. In den Dreiecken gewöhnlicher 
Ausdehnung kann man sich gemeiniglich begnügen blos die Ausdrücke 
(96), und zwar mit Weglassung der Glieder vierter Ordnung, mit an- 
deren Worten, den Legen dre'schen Satz anzuwenden. Man thut 
jedoch wohl, sich mit der Wirkung der Ausdrücke (135) und (112) im 
Allgemeinen bekannt zu machen, um eine Uebergehung derselben 
in den Fallen, wo sie nicht ganz unmerklich sein sollten, zu ver- 
meiden. *) 

Es darf nicht übersehen werden , dass in diesem Artikel blos von 
den bei der Ausgleichung der wirklich beobachteten Richtungen oder 
Winkel eines Dreiecksnetzes zu beachtenden Umständen die Rede ist, 



*) In der englischen Ordonance Survoy kommt ein Dreieck vor, in welchem die 
Summe der Winkel 180® 4' 4",9 beträgt. Hier wird Ae* = 0",43, und die Reduclion 
eines solchen Dreiecks auf ein spliärisches, sowohl wie der Aasdruck (435), können 
d:iher sehr wohl etwas Merkliches geben. 

Abbandl. d K. S. GesellMh. d. Wisseoscb. XHI. 4 4 
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und iiass nur in Bezug aur diese die Unterschiede zwischen den sphä- 
roidischen Richtungen oder Winkeln hüufig unmerkh'ch sind. Diesem 
steht die weitere Berechnung des Dreiecksnetzes, in welcher die un- 
mittelbar gemessenen Dreiecke zu grösseren mit einander verbunden 
werden müssen, gegenüber; in diesen Verbindungen ist die Berück- 
sichtigung der Ellipticität der Erdoberfläche unerlässlich nolhwendig, 
da sie bedeutenden Einfluss äussern kann, und hier kommen sowohl 
die Aufgaben der vorhergehenden Abschnitte, wie die Hauptaufgabe 
dieses Abschnittes und die, welche im folgenden Abschnitte noch golösl 
werden soll, wesentlich in Betracht. 



Vierter Absclmitt 

Die im vorigen Abschnitt filr beliebig grosse Dreiecksseiten ent- 
wickelten Ausdrücke zur Reduction der Winkel des sphüroidischen 
Dreiecks auf die eines sphärischen sind noch einer anderen Anwendung 
fUhig, die auf die Auflösung einer neuen Klasse von Aufgaben führt. 
Die in den Artt. 92, 95, 98 für diese Reduction erhaltenen Ausdrücke, 
die sich noch dazu auf ein besonderes sphäroidisches Dreieck beziehen, 
sind zu zusammengesetzt als dass sie einer forlgesetzten Anwendung 
fähig sein könnten, und würden noch zusammengesetzter werden, wenn 
man sie auf das allgemeine sphäroidische Dreieck ausdehnen wollte. 
Eine Hinführung derselben auf eine einfachere Form scheint im Allge- 
meinen nicht möglich zu sein , dagegen giebt es einen besonderen Fall, 
in welchem sie sich wesentlich vereinfachen , und dieser Fall ist einer 
mannigfachen Anwendung fähig. 



149. 

Die grösseren Dreiecke deren Auflösung in der Geodäsie verlangt 
wird, um von den ausgeglichenen Dreiecksnetzen auf die Gestalt des 
Erdkörpers zu schliessen, sind grösstentheils solche deren eine Ecke 
in einem der beiden Pole des Ellipsoids liegt. Solche Dreiecke haben 
auch die Hauptaufgaben des ersten und des zweiten Abschnittes ge- 
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bildet, und wendet man die eben erwähnten Reductionsformeln auf ein 
solches Dreieck an, so werden sie viel einfacher. Zu dem Ende muss 
man den Punkt D der Figur des Art. 84 in den Pol P verlegen, wo- 
durch die Seile DE mit dem Meridian PC zusammenfallt, und das Drei- 
eck GPE hervorgeht. Da hierauf /?:= 90® wird, so reduciren sich die 
genannten Reductionsformeln alle drei auf ihr erstes, von ß unabhän- 
giges Glied, und werden folglich viel einfacher. 

150. 

Für die jelzt zu erreichenden Zwecke wird es dienlich sein eine 
neue Bezeichnung einzuführen. Setzen wir in dem sphäroidischen Drei- 
eck PGE der Figur die Seiten und die Winkel 

PG = -S" , PGE = 180» — a 
PE « S" , PEG = a 
EG = c , EPG = X 

und bezeichnen die reducirte Breite des Punkts G mit ß\ und die des 
Punkts E mit ß% dann ist die Analogie mit den früheren Bezeichnungen 
hergestellt. Seien ausserdem in dem correspondirenden sphärischen 

Dreieck die Winkel bez. 

180<^ — A\ A\ J 

und die Winkeländerungen Ja , Ja , JX so verstanden, dass 

a' = -4' -I- Ja 

a =s A" + Ja 

X = ^ + z/A 
werden» so dürfen wir ohne Nachtheil der Genauigkeit in den Re- 
ductionsformeln der Artt. 92 , 95, 98, nachdem darin ß^= 90® gemacht 

worden ist, 

Ja statt Jm 



-^a" 




Jn 


— JX 




Ja' 







9 


S' 




1 

9 


r 




11 

X 


180«-il' 




tn 


A' 




n' 


A 






a 



44« 
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setzen, und erhalten damit, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. 



+ 1 c' gj^sinA'cosil'sin'2^— -J-re^sinii'cosi'sin'^ 
+ -|- e* -^ sinil' cosA'sin'i" — ^re^sCvnA'cosA'sva}^ 

4 Sin k 

JX^ Ö'cotgA' — Ö'cotgA'* 

deren Berechnung einfach ist. Ich Tüge hinza dasfi man 

log|e^ = 7.22235; log|f e* = 2. 53677 
erhält. 

151. 

Indem ich nun annehme, dass fi, ^, a gegeben sind, so ist hiemit 
nur eine Dreiecksscile unmittelbar gegeben, und die beiden anderen 
müssen erst aus ß^ und /?' berechnet werden , und dieses geschieht 
durch die Aufgabe des Art. 63, in welcher die eine Breite, oder Pol- 
höhe := 90^ zu setzen isL Wendet man die dort gegebene Auflösung, 
unter der genannten Annahme, auf den Ausdruck (91) an, so findet 
man leicht 

y = 90« — /? ; / = 90« — /S^ 
(136) . .i;'=x' — A'x + B' smix — C sin 4 x' 
l^"«: / _ AY + Bf sin 2 / - C sin 4 / 

woraus die Dreiecksseiten 2"' und 2^" hervorgehen, wenn 

logA' = 7. 2228952 ; log/T = 2. 236471 8 ; log C = 8.55719 

gesetzt werden. Um Alles beisammen zu haben, führe ich noch die 
ausserdem anzuwendenden Formeln der sphärischen Trigonometrie an. 
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S = -i-{^' + ^-"' + a) 

m I /" sin (S- 2 ' ) sin {S—2 r'] sin (S-'&f 



colg4-A' = 



sin S 
T 



sin(S-^") 

T 
sinlS-^-') 



'ö a "^ — »in (S-a) 
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(137) 



152. 

Ich werde nun zuerst an zwei Beispieleo zeigen wie nahe die eben 
erhaltenen Reductionsformeln mit der strengen Rechnung (ibercinstim- 
Dien. Zuerst nehme ich das grösste Dreieck vor, welches in dieser Ab- 
handlung vorkommt, nemlich das zwischen Santiago, Moskau und dem 
Nordpol der Erde. Nach dem Art. 69 sind in diesem Dreieck 
/?"= 55<>39'38",49 , a— 830 23 51 »,20 
/S'si — 33 20 42,63, «"= 42 7 37,98 
0== 126 46 18, 17, A =108 13 0,00. 
Wendet man zuerst die Ausdrücke (1 36) an, so findet man 

^'^ 340 19' 35'',54 
^"=123 5 42,43 

Aus den jetzt bekannten Seiten dieses Dreiecks geben nun die obigen 

Formeln (1 37) 

A' =s 83» 25' SS'.O 

A"^ 41 57 58,8 

^ = 108 13 5,1 
und durch die Anwendung der Reductionsformeln des vorvor. Art. be- 
kommt man 

Ja' = - 2'^ 4",5 

^a" = + 9 33, 3g 
Jk ^ — 6,J5 



folglich 



«' s= 83» 23' 53",5 
« = 42 7 32,1 
X SS 108 12 58,6 
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Die Unterschiede mit den oben angeführten, strenge berechneten Win- 
keln sind also nur 

+ 2',3 ; - 5;9 ; — 1 '.4 

in Betracht der ansehnlichen Grösse dieses Dreiecks, dessen sphärischer 
Ueberschuss 66^45' beträgt, sehr geringe. 



i53. 

Als zweites Beispiel soll das langgestreckte, schmale Dreieck zwi- 
schen Ghristiania, Palermo und dem Nordpol der Erde dienen. Die 
Art. 38 oder 71 geben die genauen Werthe 

ß = 590 50' 0',19 , «' = 5« 34' 56\<2 
//= 38 1 24, 73 , a" = 3 33 27, 42 
a = 21 50 33, 91 , A = 2 38 0, 00 
und hiemit geben die Ausdrücke (1 36) 

^' = 30« 9'28M2 
:S" = 51 56 9, 97 
Die sphärische Trigonometrie giebt hierauf durch die (137) 

A' = 5« 34' 53",1 
A" = 3 33 29. 2 
^i = 2 38 3, 6 

*) und die Reductionsformeln des Art. 1 50 

logQ's 2.15586 
logÖ'= 1,96057 
hiemit wird 

Ja' = + 3M 
^a"« — 1,7 

JX = — 3, 6 
woraus 



*) Ich bemerke hiezu, dass die Zehntelseconden in diesen Winkeln möglicher 
Weise um einige wenige Einheiten unrichtig sein können, da hier 0",01 Aendernng 
der Seite S" eine Aenderung von 0'\43 in A' hervorbringt. Dus obige Resultat ist 
durch Anwendung von Logaritluuen von nicht mehr wie sieben Stellen erhalten 
worden. 
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d = 5« 34' 56'',2 
d = 3 33 27, 5 
A = 2 38 0, 

folgt. Die Unterschiede zwischen diesen und den genauen sphäroidi- 
scheu Winkeln sind 

+ OM ; + 0".1 ; 0",0 
also verschwindend. 

154. 

Die vorhergehenden Beispiele zeigen wie nahe bei den grössten 
und verschiedenartigst geformten sphäroidischen Dreiecken die im Art. 
150 abgeleiteten Reductionsformeln die richtigen Resultate geben, und 
in den Fällen, wo es auf einige wenige Sccunden im Resultat nicht an- 
kommt, kann man sie jederzeit anwenden, und zwar nicht blos in den 
Fällen, wo die drei Seiten des Dreiecks, sondern auch in denen, in 
welchen andere Stücke desselben gegeben sind. 

Aber es lässt sich eine ausgedehntere Anwendung davon machen, 
und eine Reihe von Aufgaben durch Zuziehung derselben mit beliebiger 
Genauigkeit und mit Leichtigkeit lösen. Unter diesen soll hier, um diese 
Abhandlung nicht zu weit auszudehnen, nur die folgende mit ihren 
Hauptverzweigungen betrachtet werden: 

»Gegeben sei eine beliebige geodätische Linie auf dem Erd- 
»ellipsoid, nebst den Polhöhen ihrer beiden Endpunkte. Man fragt 
•nach dem geographischen Längenunterschiede dieser beiden End- 
»punkte und den Azimuthen der geodätischen Linie an denselben.« 

155. 

Durch die Polhöhen der Endpunkte der geodätischen Linie ist die 
Lage dieser auf dem Erdellipsoid unzweideutig gegeben, und 4ie Auf- 
gabe ist daher eine bestimmte. Um sie zu lösen, rechne man zuerst 
die beiden reducirten Breiten ^ und /?", die den gegebenen Polhohen 
zukommen, dann durch die (136) die denselben entsprechenden Meri- 
dianbögen ^'' und ^\ und hierauf durch die (1 37) die sphärischen 
Winkel A', K\ A. Diese Rechnungen brauchen nicht mit der grössten 
Schärfe ausgeführt zu werden. Von den Reductionen auf die sphäroi- 
dischen Winkel ist jetzt nur die Eine, und zwar z/a, zu berechnen, 
weshalb ich die dazu erforderlichen Ausdrücke hier wiederholen will. 
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(138) 



^a'=:0'cotg^-0''-r^.1!r 



sin A" sin A 



+ -^ e^ -^ sin A" cos X' si » *^i'*— -r n? sin A' cos X sin '^2" 
4 Sin <7 4 

a' sss A' + ^a 

Vermittelst der gegebenen Stücke ^ , a\ a, von welchen jedoch d 
nur näherungsweise richtig ist, rechne man durch die Hauptaufgabe des 
ersten Abschnittes a\ A , (i\ und wenn dieser Wcrth von (i' mit dem 
ursprünglich gegebenen übereinstimmt, so sind auch alle übrigen Grös- 
sen so richtig wie möglich, und die Auflösung unserer Aufgabe ist 
vollendet. In der Regel wird aber der auf diet^e Art berechnete Werth 
von ßl\ den ich mit {[i') bezeichnen will, mit dem ursprünglich gegebe- 
nen nicht vollständig übereinstimmen , sondern um eine kleine Grösse 
davon verschieden sein, setzt man daher, wenn durch ^ der ursprüng- 
lich gegebene Werth dieses Bogens bezeichnet wird, 

so kann man durch einfache DifTerentialformeln die Berichtigung der 
übrigen Bögen erhalten. 

Da man hier voraussetzen muss, dass auch die erhaltenen Werthe 
der Hulfsbögcn % und. ./cd nicht vollslUndig genau erhalten worden sind, 
so muss in den DiiTcrentialformeln darauf Rücksicht genommen werden. 
Die Differentiation der Gleichungen (28) giebt leicht 



(139) 



COS /3" ' sin / ^ 

dk SS d(0 + <Jz/cö 



und um Sx ^^ erhalten dient die Gleichung (1 7). Lässt man in (hescr 
die mit e*, etc. multiplicirten Glieder weg, welches hier erlaubt ist, so 
kann sie wie folgt geschrieben werden, 



y= — (l+^)z+A^coß(2(p' + x)sinx 



wo 
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angenommen werden darf. Da nun a hier unveränderlich ist, so giebt 
diese Gleichung, wenn man fortfährt fi? zu übergehen, zuerst 

dx = -^{x + cos (29)'+ x) sin x)^/^ + 2^ sin (2y' + x) sin x V 

Eliminirt man hieraus (p durch die (15), und dfi und dq) durch die bez. 
Gleichungen des Art, 58 , so wird dx in Function von da dargesteiltt 
und kann darauf durch die erste (1 39) auf d// hingeführt werden. Der 
Ausdruck für d(o ist mit geringer Abänderung der des Art. 58. Man er- 
hält auf diese Art 

X 



"—^ 



• 8ia <p' , 

-^T^^¥ 



X ^ ^ sin/8ina' *^ 



(UO) 



Wenn daher d^' nicht unmerklich ist , so rechne man dx und dJan aus 
den (140), worauf die (139) da, öa\ dto, ÖX geben, die den, wie 
beschrieben, erhaltenen Werthen von a, a", X hinzuzufügen sind. Die 
Verbesserungen dx und dJio werden in der Regel unmerklich. 



156. 

Die im vor. Art. gegebene Auflösung unserer Aufgabe soll durch 
das Beispiel erläutert werden, welches das im Vorhergehenden betrach- 
tete Dreieck zwischen Santiago, Moskau und dem Nordpol darbietet. 
Sehen wir die Hinführung der beiden Polhöhen auf die reducirten Brei- 
ten als ausgeführt an, dann sind die gegebenen Stücke der Aufgabe 

ßT s 55ö39'38",49 ; (3f' = — 33«20'42",63 ; a = 126H6'18M7 

Die zuerst nach den Ausdrücken (136), (137), (138) auszuführenden 
Reductionen sind schon im Art. 1 52 gegeben , und es kann der Werth 
von a , auf den es hier ankommt, dort entnommen werden. Die neuen 
gegebenen Stücke sind daher 

ßf = 55«39'38",49 ; a = 83o23'53",5 ; o = 126«46'18",17 

auf welche die Auflösung der Hauptaufgabe des ersten Abschnittes an- 
zuwenden ist. Diese giebt 
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y' = 4«29'27",72 



S£ = 7« 58' 43\99 



log^ = 7.0605872 
^0) = 14' I6\626 
J2" = 11 6« 26' 2",26 
(^') = —33« 20' 41",40 



loglg/?o= 0.1697025 

S—x = x= 127« 5' 18\48 

a = 42 7 37, 51 

;is 108 13 1.64 
also 

d$' = — r,23 

Die Ausdrücke (140) geben hierauf unmerkliche Werlhe von d% und 
dJfa , weshalb blos die Ausdrücke (1 39) anzuwenden sind, in welchen 
8x=^^ und tfz/wssO zu setzen isl. Die Rechnung giebt 

da = — 2",30 ; da = + 0'',49 ; dto = dX = — 1",63 

fügt man diese dem oben zu Grunde gelegten Wcrthe von a , so wie 

den durch die Rechnung erhaltenen Werthen von a und A hinzu , so 

wird schliesslich 

«'= 83«23'5r,20 

a =s 42 7 38, 00 

k = 108 13 0,01 

auf befriedigende Art mit den Angahen des Art. 69 übereinstimmend. 



157. 

Die in diesem Abschnitte gelöste Hauptaufgabe führt wieder zur 
Auflösung allgemeiner sphüroidischer Dreiecke, in Betreff welcher sich 
ohne Weiteres zwei Fälle darbieten. 

1) »Seien zwei Seiten eines sph&roidischen Dreiecks, nebst den 
»Polhöben der drei Eckpunkte des letzleren gegeben, hieraus die 
»übrigen Stücke desselben zu finden.« 

2) »Es seien wieder zwei Seiten eines sphäroidischen Dreiecks 
•gegeben, und ausserdem von der einen derselben die Polhöhen ihrer 
»beiden Endpunkte, aber von der anderen das Azimulh des End- 
»punkts, welchen sie mit der ersten gemeinschaftlich hat. Man fragt 
»nach den übrigen Stücken dieses Dreiecks.« 

Für die Auflösung der ersten Aufgabe ist die in diesem Abscbnillc 
abgehandelte Hauptaufgabe abgesondert auf beide gegebenen Dreiecks- 
seiten anzuwenden, wodurch niiin die in der Hauptaufgabe des zwoitca 



Digitized by 



Google 



Gbodätischb Untbrscchungen. 219 

Abschnittes als gegeben betrachteten Stücke erhält, und nunmehr durch 
diese die übrigen Stücke des Dreiecks berechnen kann. 

In Bezug auf die Lösung der zweiten Aufgabe ist einmal die Haupt- 
aufgabe dieses, und einmal die Hauptaufgabe des ersten Abschnittes an- 
zuwenden , worauf die Hauptaufgabe des zweiten Abschoittes die noch 
zu berechnenden Stücke des Dreiecks giebt. Es brauchen von diesen 
Aufgaben wohl keine Beispiele gegeben zu werden. 

Es wäre ein Leichtes noch eine Anzahl von Aufgaben durch die in 
dieser Abhandlung aufgestellten Grundsätze zu lösen, allein ich über- 
gehe diese hier, weil sich im Voraus nicht mit Sicherheit beurtheilen 
lässt , wie weit sie in der praktischen Geodäsie Interesse haben oder 
Anwendung Gnden, und ziehe vor sie erst dann der Behandlung zu 
unterziehen, wenn sich dazu besondere Veranlassung darbieten sollte. 



Zusatz zu Art. 79 u. f. 

Im dritten Abschnitt sind alle auf das Revolutionsellipsoid sich be- 
ziehenden Functionen bis auf Grössen achter Ordnung entwickelt, und 
dasselbe findet in Bezug auf die Ausdrücke der Fläche des sphärischen 
Dreiecks statt. Dahingegen sind die Ausdrücke der Winkeländerungen 
für die Reduction des sphärischen Dreiecks auf das ebene nur bis auf 
Grössen sechster Ordnung entwickelt worden, und es kann daher wün- 
schenswerth erscheinen diese auch bis auf Grössen achler Ordnung 
kennen zu lernen; die Glieder sechster Ordnung dieser Ausdrücke sollen 
hier nachträglich entwickelt werden. 

Zu dem Ende sind den betrefifenden Ausdrücken des Art. 79 zu- 
erst die folgenden Glieder hinzuzufügen, 

zu sin a. . . — iiTTo^* 



zu cos a . 



40310 ' 



zu cosfccosc . . . 4Öiro^'+TÄö^'^' + 5^*'^+ 

sin 6 sine j_ i g L fcV2 ^-fcV -- c« 

^" bc ' • • 5040^ 720^'^ 720^^ 5040^ 

'^^ ^- • • 4l)ko^'-74o«'^'-7iö«'^'^'-7^ 10080 



oV 



< Lft . ^ 



f,mf''+^,b'<''--mö^*^+jmi^'^+i^^^ 
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Dehnt man nun die a. a. 0. ausgeführte Division auf die vorstehenden 
Glieder aus, so wird vollständig 

Ä = ^ -r- sin ^6 sin ^c sin ^A . L 
wenn man 

setzt. Da aber auch 

Ä =B sin 6 sin c {cos A — cos {A + JA)\ 
ist, so ergiebt sich 

-r-^ ' = — -T-sinösincsinA.L 

SID A 6 

und nach der Entwrickelung durch das Taylor sehe Theorem 
JA = — ysiubsincsinA IL + ^sinfcsinccosA.L^ 

H- j^ sin ^6 sin ^c cos ^A . L^ + jj^ sin 2fe sin ^ . P| 
Dem Vorhergehenden zufolge ist mit der hier erforderlichen Genauigkeit 

sin 6sm ccos A = — y^'+T '•' + T <''"»■ I*'**--r*^'""T ^''^—^i'^ 

sin 26 sin »ccos U = -J- a* — y o^fc» — y oV + t ^' + T ^''^"^ + T <^' 

sin »6 sin »c = 6V 

durch deren Substitution sich 

JA = _-isin66incsinAJl + ^«»4-^,6» + ^c2 



r.2 



154 •, . 74 .,,, . 74 , , . 397 ,. , 877 j, » . 197 , 



ergiebt. Die Elimination von sin 6 sine durch die Gleichung 

sin6sinc = 6cjl-4-fe2-ic» + jij6* + l6V+jijc^j 



Digitized by 



Google 



Geodätische Untersuchungen. 221 

verwandelt den vorstehenden Ausdruck in den folgenden 



/.2 



'":«* + t;?^-. a'6^ + 7^.» aV -- ^ii: M + ,-Ä->^c^ -■/ ' 



• ^^80840 ^^15140 ^^15120 60*8 ^ 16<S0 6048 

worin man mittelst der Division durch den Ausdruck 

des Art. 82 die Dreiecksfläche A einführen kann. Man bekommt da- 
durch zum Endresultat, wenn man ausserdem den Kugelhalbmesser ff 
eiaführt, und zur Abkürzung die Bezeichnungen 

_ 4 , _ \ 

^ — eÖÄ* • ^ — 80140Ä« 

anwendet, 

JX = — ±. ^ \i —^ ^a^ + fib^ + ^c" 

— 38 fia^ + (ia^¥ + iio^i? + 1 9 /^'6^ — 2 ^'6V + 1 9^'c* j 
JB= _ i-AH + i^ö^ — 2iu62 + ^c^ 

+ i9//V + ^'a262— 2/iaV_ 38^'6* + ^'6V+ 19^V| 

deren zweite und dritte durch die blose Vertauschung der Buchstaben 
ans der ersten erhalten worden sind. Diese Ausdrücke sind bis auf 
Grössen achler Ordnung vollständig, und geben durch die Addition, 
gleichwie im Art. 81 

welche Gleichung jedenfalls statt finden muss , wie weit man auch die 
Entwickelungen fortsetzt. 



Zusatz zu Art. 133. 

Durch die a. a. 0. ausgeführten Differentiationen kommt man , ehe 
die Bedingungsgleichungen eingeführt werden, auf ziemlich verwickelte 
Ausdrucke, in welchen, wenn nicht mit der grössten Vorsicht verfahren 
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wird, leicht etwas Übersehen werden kann. Es wird daher, um die 
Richtigkeit der dort angegebenen Resultate darzuthun, nicht Ubcrflüssiii; 
sein diese Differentiationen auch aureine andere Art auszufuhien; die- 
ses soll hier geschehen. Löst man die Gleichung (134) in Bezug aur 
z auf, und setzt 

A2= (C2— fi)a?2_2CD.r— Afiy^-hD2 
so wird sie 

Bz^h — Cx — h 

da das + Zeichen vor h hier nicht in Betracht kommt. Bezeichnet man 
nun zur Abkürzung die Differentialquotienten von h nach x durch oben, 
und die nach j/ durch unten angehängte Striche, so gicbt diese Glei- 
chung sogleich 

Bp = -- C — h ; Bq = — h^ 

Br= — h" ; Bs^z —h' ; Bt = — h 

«(£-)--*"! «(f) = -*: 
«(5)--*"i ''(^)=-*r; «(0) — *; 

etc. 

«(S) — K. ß(=3i)=-'..- «($)—».■ 

etc. 

die man beliebig fortsetzen kann. Die obige Gleichung für A' giebl 
ausserdem durch fortgesetzte Diflerenlialionen 

AA' =((? — ß)« — CD 
AA" + (A7 = (? - ß 
AA"+ 3 A'A" = 
AA" + 4 A'A"' + 3 {hy = 
AA' + 5 A'A" + 10A"A"'==: 



AA = - ABy 

hh' + h'h = 

AA; + 2 A'A', + A'A =s 

aa;"+ 3 ä'a; + 3A'a; + a"'a = o 

Aa'"-i- 4 A'A" + 6 A"A" + 4'a"'A' + A"A =» 
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AÄ, - 
hh' - 
hk' ■ 
hh'"' 



{hf = - Aß 

h'h^ + 2 /«;a = 

2 A'A; -I- 2 A "A + A"A, + 2 (A;)^ = 

3 A'A " + 6 A 'A' + 3 A"A ' + 2 A "A + A"'A., = 



AA,„ + 3 A A„ = 

Aa" +A'A Hh 3 AA ' + 3 A'A =0 

III III I II tu 

Ml + 2 A'A' + A'A +3 AA " + 6 A'A' 



•K 

I II 



hh„ + lhh^ + S{hf=(i 
hh'„ + A'A., + 4 A A'„ + 4 ä;ä„ 



3A"A =0 
6 A' A =0 



AA. 



5 AA„ + 10 AA, = 



Die Subslilulion von x=0 und y = 0, sowohl in die Gleichung für A^ 
wie in die vorstehenden Differentiale derselben giebl ohne Muhe 



A =D 

A' = -C 

A"=-5 

I /// Q BC 

II = — 6-^ 



BC 



Ä"=- 3-|r-12 ^ 



45^-60^ 



A = 

A' = ; h = — 

I ' II 

Ä" = ; A' = - 

A'" = ; A" = - 



AB 

D 

ABC 

D' 

Aß" 



— 2 



ABC* 



A^ = - 

A = 

III 

f'\ii = ; A,, = - 3 -^.- 

f^iii— ; *iv= — 9 -öT- 



Aiv _ A . v" _ _ q i^_ qA?^ 



A^ff 



K= 



und setzt man diese in die obigen Ausdrücke fUr p, q, r, s, i nebst 
deren Differentialen, so gehen daraus dieselben Werthe von /)o, 90, n^ 
$0, to nebst den dazu gehörigen Differentialen hervor, die im Art. 133 
auf ganz andere Art erhalten worden sind. 



Geschichtliche Bemerkung. 

In der allgemeinen kurzen Einleitung S. 3 habe ich unter andern 
gesagt, dass die Aufgabe des zweiten Abschnittes meines Wissens nach. 
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wenigstens in der neuem Zeit^ in Deutschland nicht behandelt >Yorden 
ist, und wie dieser Satz gedruckt wurde, kannte ich auch keine deutsche 
Bearbeitung derselben. Erst ganz kürzlich habe ich in Brrahrung ge- 
bracht, dass Herr General -Lieutenant Ba eye r, dem die Geodäsie so 
viel verdankt, diese Aufgabe in der neuesten Zeit für kurze geodätische 
Linien bearbeitet hat, welches ich nicht unterlassen will hier anzu- 
führen. 



Druckfehler. 
Seite 80 Zeile 13 v. u. lies q'o stall j'o 
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